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Introduión
Las Olimpiadas Matemátias son ompetenias dirigidas prinipalmente a jó-venes de esuela elemental y seundaria. Atualmente esta atividad se haextendido por todo el mundo, debido a su gran efetividad en la popularizaión delas matemátias y en la deteión de jóvenes on talento para el estudio de estaienia.El presente libro reúne todos los problemas propuestos en la Olimpiada Juvenilde Matemátias, OJM 2011. También presentamos los problemas de las tres om-petenias internaionales a las uales asistimos durante este año, la 52a OlimpiadaInternaional de Matemátias, IMO, elebrada en Amsterdam, Países Bajos, del12 al 24 de Julio. La XIII Olimpiada Matemátia de Centroaméria y del Caribe,OMCC, elebrada en Colima, Méxio, del 16 al 26 de Mayo y la XXVI OlimpiadaIberoameriana de Matemátias, OIM, elebrada en San José, Costa Ria, del 23de Septiembre al 1 de Otubre. Cada una de estas tres ompetenias internaiona-les onsta de dos exámenes, presentados en días onseutivos. Cada prueba tiene 3problemas y los partiipantes disponen de uatro horas y media para resolverlos.El valor de ada pregunta es de 7 puntos, para un máximo posible de 42 puntos enla ompetenia. Los ganadores reiben medallas de oro, plata o brone y meniónhonorí�a, según sea su desempeño. En los tres eventos nuestros alumnos ganaronpremios. Diego Peña del olegio Los Hipoampitos de los Altos Mirandinos, ganóMenión Honorí�a en la IMO y Medalla de Brone en la OIM. Carlos Lamas delolegio Independenia de Barquisimeto, ganó Menión Honorí�a en la IMO. Rub-mary Rojas, del olegio Divina Pastora de Barquisimeto, ganó Medalla de plataen la OMCC y Menión Honorí�a en la OIM. Sergio Villarroel, del olegio SanLázaro de Cumaná, ganó Medalla de Brone en la OMCC y Menión Honorí�a enla OIM. También inluimos en este libro los problemas de la Olimpiada Matemá-tia de Mayo, ompetenia por orrespondenia que se plantea a dos niveles paraalumnos no mayores de 13 y 15 años y de aráter iberoameriano. Agradeemosa la Fundaión Olimpiada Matemátia Argentina, organizadores de esta ompe-tenia, por permitirnos publiar aquí los problemas y sus soluiones. Al �nal dellibro aparee la lista de alumnos ganadores en esta ompetenia y los premios queobtuvieron.La OJM onsta de tres etapas o pruebas. La primera de ellas es el Canguro Ma-



temátio, un examen de treinta problemas de seleión simple, que fue presentadopor 58.894 estudiantes provenientes de 21 estados del país. La segunda etapa de laompetenia es la Prueba Final Regional. La misma onsta de un examen de inoproblemas de desarrollo y ompiten los alumnos que quedaron ubiados en el diezpor iento superior en el Canguro Matemátio. Esta prueba se organiza en adaestado que partiipa en la OJM y los ganadores reiben medallas de oro, plata ybrone. La terera y última fase es la Prueba Final Naional, en ella partiipan losalumnos ganadores de medalla de oro en la Prueba Final Regional. En la primerafase de la ompetenia los alumnos presentan la prueba en sus olegios. La PruebaRegional la presentan juntos todos los estudiantes de ada estado, en una sedepreviamente seleionada por el oordinador loal. Para la Final Naional se eligeada año una sede y allí se organiza el evento, permitiendo a los partiipantes, susprofesores y representantes estrehar lazos de amistad y ompartir una experieniaeduativa enriqueedora. La Prueba Final Naional 2011 se realizó en la Univer-sidad Simón Bolívar, en Caraas y partiiparon 104 alumnos representando a 15estados.Esta obra onsta de siete apítulos, en los tres primeros se estudian los pro-blemas de la OJM, dediando un apítulo a ada fase de la ompetenia. Losúltimos uatro apítulos versan sobre las ompetenias internaionales. En ellosse presentan los problemas y sus soluiones. Al �nal del libro inluimos un glosa-rio de oneptos matemátios que son utilizados a los largo del texto. Esperamosque este libro sea de gran utilidad tanto para profesores omo para estudiantes,y que les permita onoer las matemátias desde un punto de vista interesante yentretenido.Aprovehamos la oportunidad para agradeer a nuestros patroinadores, enespeial a la Fundaión Empresas Polar, al Bano Central de Venezuela, a la Aa-demia Venezolana de Cienias Físias, Matemátias y Naturales, a la Faultad deCienias de la UCV junto a la Fundaión Amigos de Cienias,a la UniversidadSimón Bolívar,la Universidad Rafael Urdaneta, a Aumuladores Dunan,y Trans-porte Ayauho, a MRW y a la Fundaión Cultural del Colegio Emil Friedman, asíomo a todos los olegas que on su trabajo y esfuerzo, permiten que la OlimpiadaJuvenil de Matemátias sea una realidad.



Capítulo 1Prueba Preliminar(Canguro Matemátio)1.1. Prueba de Primer Año y Segundo AñoProblema 1. Basilio esribe la palabra CANGURO, una letra por día. Si o-mienza el miéroles, ¾en qué día terminará?
©A lunes; ©B martes; ©C miéroles; ©D jueves; ©E viernes.Problema 2. Un motoilista reorrió una distania de 28 km en 30 minutos. ¾Aqué veloidad media (km/h) lo hizo?
©A 28; ©B 36; ©C 56; ©D 58; ©E 62.Problema 3. Un uadrado de papel se divide en dos piezas on un orte retilíneo.¾Cuál de las siguientes formas no puede ser el resultado del orte?
©A un retángulo; ©B un uadrado; ©C un triángulo retángulo;
©D un pentágono; ©E un triángulo isóseles.Problema 4. El ratón Pérez va a la Tierra del Queso. Pero para llegar a esa tierralegendaria tiene que pasar a través de un sistema de túneles, omo se muestra enla �gura. No se le permite volver a una interseión en la que ya haya estado.En ada interseión se enuentra una araota. ¾Cuántas araotas, omo máximo,puede reoger el ratón Pérez?
©A 13; ©B 15; ©C 12; ©D 14; ©E 16.



4 Prueba Preliminar

Problema 5. En Ciudad Numéria, las asas del lado dereho de la alle Númerotienen números impares. Sin embargo, no se utilizan números que ontengan eldígito 3. Si la primera asa del lado dereho de la alle lleva el número 1, ¾uál esel número de la deimoquinta asa en ese mismo lado?
©A 29; ©B 41; ©C 43; ©D 45; ©E 47.Problema 6. Dado el sólido que se ve a la dereha, ¾uál delas ino piezas de abajo se le puede agregar para ompletarun prisma?

.
©A ©B ©C ©D ©EProblema 7. Se han vertido 1000 litros de agua enla parte superior de la tubería. En ada bifuraión elagua se divide en dos partes iguales. ¾Cuántos litros deagua llegarán al reipiente B?

©A 800; ©B 500; ©C 666,67; ©D 660; ©E 750.Problema 8.Usando piezas de artón delas que se muestran a la dereha se formauna �gura. ¾Cuál de las ino �guras deabajo es imposible de haer?



1.1 Prueba de Primer Año y Segundo Año 5
©A ©B ©C ©D ©EProblema 9. La feha 01-03-05 (1 de marzo de 2005) ontiene tres númerosimpares onseutivos en orden reiente. Esta es la primera feha on esa propiedaden el siglo 21. Inluyendo la feha dada omo ejemplo, ¾uántas fehas (expresadasen el formato dd-mm-aa) tienen esa propiedad en el siglo 21?

©A 16; ©B 13; ©C 5; ©D 6; ©E 8.Problema 10. Si la gata Laura desansa durante el día, bebe 60 ml de lehe.Si en ambio aza ratones, bebe un terio más de lehe. Durante las dos últimassemanas ha azado ratones un día si y otro no. ¾Cuánta lehe ha bebido en lasúltimas dos semanas?
©A 840 ml; ©B 1960; ©C 1050 ml; ©D 1120 ml; ©E 980 ml.Problema 11. Andrés esribe ada letra de la palabra CANGURO en un tablerode 4×2, ada letra en una asilla diferente. La primera letra la esribe en ualquierasilla, pero ada letra posterior la esribe en una asilla que tenga al menos unpunto en omún on la asilla en la que esribió la letra anterior. ¾Cuál de lossiguientes tableros no puede ser de Andrés?
©A C ANO GR U ; ©B N GA UC RO ; ©C OC RA UG N ; ©D C AN GOR U ; ©E CA OR NU G .Problema 12. Todos los números enteros de 4 dígitos on los mismos dígitos queel número 2011 (dos unos, un ero y un dos) se esriben en orden reiente. ¾Cuáles la diferenia entre los dos veinos del número 2011 en esta lista?
©A 891; ©B 900; ©C 890; ©D 909; ©E 990.



6 Prueba PreliminarProblema 13. Mueva uatro de losnúmeros de la izquierda a las eldasde la dereha de modo que la adiiónsea orreta. ¾Qué número queda dellado izquierdo?
©A 17; ©B 30; ©C 49; ©D 96; ©E 167.Problema 14. Nina usó 36 ubos idéntios para ons-truir una era de ubos alrededor de una región uadra-da (parte de ella se muestra en la �gura). ¾Cuántos ubosse neesitan para llenar la región?

©A 36; ©B 64; ©C 49; ©D 100; ©E 81.Problema 15. Las �guras muestran ómo embaldosar pisos uadrados de lados3 y 5 on baldosas blanas y negras, oloando una baldosa negra en ada esquinay de modo que ada baldosa negra esté rodeada por baldosas blanas. Si paraembaldosar un piso uadrado on este mismo patrón se utilizaron 25 baldosasnegras, ¾uántas baldosas blanas se utilizaron?
©A 56; ©B 39; ©C 45; ©D 25; ©E 72.Problema 16. Pablo quería multipliar un número entero por 301, pero se leolvidó el ero y lo multiplió por 31, obteniendo omo resultado 372. De no haberseequivoado, ¾qué resultado debería haber obtenido?

©A 3720; ©B 3702; ©C 3010; ©D 3612; ©E 30720.Problema 17. En tres partidos la �vino tinto� anotó 3 goles y le hiieron un gol.En esos tres partidos el equipo ganó un partido, empató uno y perdió uno. ¾Cuálfue el resultado del partido ganado?
©A 2:0; ©B 3:0; ©C 1:0; ©D 2:1; ©E 0:1.



1.1 Prueba de Primer Año y Segundo Año 7Problema 18. Nos dan tres puntos que forman un triángulo. Queremos añadirun uarto punto para formar un paralelogramo. ¾Cuántas posibilidades hay parael uarto punto?
©A 1; ©B 2; ©C 3; ©D 4; ©E Depende del triángulo iniial.Problema 19. En ada uno de los 8 puntos marados enla �gura debe esribirse uno de los números 1, 2, 3 ó 4,de tal manera que los extremos de ada segmento tengannúmeros diferentes. Tres números ya han sido esritos.¾Cuántas vees habrá que usar el número 4?

©A 1 ; ©B 2 ; ©C 3 ; ©D 4 ; ©E 5.Problema 20. Daniel quiere haer un uadrado utilizan-do solamente piezas omo la de la �gura. ¾Cuál es el menornúmero de piezas que debe utilizar?
©A 20; ©B 16; ©C 12; ©D 10; ©E 8.Problema 21. En una lase de baile hay 10 alumnos, entre niños y niñas. Elmaestro tiene 80 aramelos. Si le da a ada niña el mismo número de aramelos,le sobran 3 aramelos. ¾Cuántos niños hay en la lase?
©A 1; ©B 2; ©C 3; ©D 5; ©E 7.Problema 22. Una gata tiene 7 gatitos: blano, negro, marrón, blano-negro,blano-marrón, negro-marrón y blano-negro-marrón. ¾Cuántas maneras hay deesoger 4 gatitos de modo que dos ualesquiera de ellos tengan un olor omún?
©A 1; ©B 3; ©C 4; ©D 6; ©E 7.Problema 23. Se tienen uatro triángulos retángulosidéntios en el interior de un retángulo, omo muestrala �gura. Calule el área total de los uatro triángulos.
©A 64 m2; ©B 56 m2; ©C 54 m2; ©D 52 m2; ©E 46 m2.Problema 24. Alejo die que Pedro está mintiendo. Pedro die que Marosestá mintiendo. Maros die que Pedro está mintiendo. Tomás die que Alejo estámintiendo. ¾Cuántos niños están mintiendo?
©A 2; ©B 1; ©C 0; ©D 3; ©E 4.



8 Prueba PreliminarProblema 25. Se dibujan uatro irunferenias en la pizarra de manera que adapar de ellas tengan exatamente un punto en omún. ¾Cuál es el mayor númerode puntos que pueden perteneer a más de una irunferenia?
©A 1; ©B 4; ©C 5; ©D 6; ©E 8.Problema 26. Luisa ha oloado dos �has (ada una for-mada por ino uadrados de 1 × 1) en un tablero de 5 × 5,omo se muestra en la �gura. ¾Cuál de las siguientes ino�has podría oloarse en la parte vaía del tablero, de modoque no se pueda agregar ninguna de las otras uatro �has?
©A ; ©B ; ©C ; ©D ; ©E .Problema 27. Un dado es normal si los puntos en ada par dearas opuestas suman 7. La �gura muestra tres dados normalesapilados uno enima del otro. Se sabe que la suma de los puntosde ualquier par de aras en ontato es 5. Además, una delas aras laterales del dado inferior tiene un punto. ¾Cuántospuntos tiene la ara marada X?

©A 2; ©B 3; ©C 4; ©D 5; ©E 6. b

X
Problema 28. En un mes hubo 5 sábados y 5 domingos, pero sólo 4 viernes y 4lunes. En el mes que viene habrá

©A 5 jueves; ©B 5 miéroles; ©C 5 sábados; ©D 5 domingos; ©E 5 viernes.Problema 29. Se dan uatro números positivos a, b, c y d tales que a < b <
c < d. Se pide aumentar uno de ellos en 1 de tal manera que, luego del aumento,el produto de los uatro números sea lo más pequeño posible. ¾Cuál se debeaumentar?

©A a; ©B b; ©C c; ©D d; ©E b o c indistintamente.Problema 30. ¾Cuántos enteros se pueden formar on los dígitos 1, 2, 3, 4 y5, usando ada dígito exatamente una vez, de tal manera que el primer dígitodel número sea divisible entre 1, el número formado por los dos primeros dígitossea divisible entre 2, el número formado por los tres primeros dígitos sea divisibleentre 3, el número formado por los uatro primeros dígitos sea divisible entre 4 yel número formado por los ino dígitos sea divisible entre 5?
©A Ninguno; ©B 1; ©C 2; ©D 5; ©E 10.



1.1 Prueba de Primer Año y Segundo Año 91.1.1. Soluiones1. La respuesta orreta es la (B), martes.2. La respuesta orreta es la (C). Como 30 minutos es media hora, la veloidadmedia es 28/(1/2) = 56 km/h.3. La respuesta orreta es la (B), un uadrado. Todas las otras �guras puedenobtenerse.4. La respuesta orreta es la (A), 13, y se onsigue bajando un piso, siguiendohaia la dereha, bajando otro piso, siguiendo haia la izquierda hasta el �nal,bajando otro piso y siguiendo haia la dereha hasta el �nal.5. La respuesta orreta es la (E), 47. Las primeras 15 asas llevan números 1, 5,7, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 25, 27, 29, 41, 45 y 47.6. La respuesta orreta es la (C).7. La respuesta orreta es la (E). Los 500 litros que van a la dereha en la primerabifuraión, van a parar al reipiente B. Pero de los 500 litros que van haia laizquierda, la mitad (250) van a la dereha en la segunda bifuraión y tambiénterminan en B.8. La respuesta orreta es la (E), ya que no se puede lograr la parte inferior deesta �gura. Las otras uatro sí se pueden formar.9. La respuesta orreta es la (C). Las ino fehas son 01-03-05, 03-05-07, 05-07-09, 07-09-11 y 09-11-13.10. La respuesta orreta es la (E). En ada dís de aería bebió 60 + 1
360 =

60+20 = 80ml de lehe. Por lo tanto en total bebió 7×80+7×60 = 560+420 = 980ml de lehe.11. La respuesta orreta es la (D), pues las asillas que ontienen a la G y a laU no tienen ningún punto en omún.12. La respuesta orreta es la (A). El número anterior al 2011 es el 1210, elsiguiente el 2101, y 2101− 1210 = 891.13. La respuesta orreta es la (E). Como 17 + 30 + 49 = 96, si movemos estosuatro números a la dereha, a la izquierda queda el 167.14. La respuesta orreta es la (B). Tomando omo unidad el lado del ubo, laregión enerrada es de 8× 8 y se llena on 64 ubos.15. La respuesta orreta es la (A). Para el uadrado de lado 9 se neesitan
52 = 25 baldosas negras y 92 − 52 = 56 baldosas blanas-16. La respuesta orreta es la (D). Si 31n = 372 entones n = 372/31 = 12 y
12× 301 = 3612.



10 Prueba Preliminar17. La respuesta orreta es la (B). El resultado del partido perdido sólo pudohaber sido 0:1, entones el empatado terminó 0:0 y el ganado 3:0.18. La respuesta orreta es la (C). El uarto punto debe ser el simétrio de unvértie respeto al punto medio del lado opuesto y por lo tanto hay 3 posibilidades.19. La respuesta orreta es la (D). Hay uatro puntos que están onetadospor segmentos a los que están marados on 1, 2 y 3 y por lo tanto deben llevarneesariamente un 4.20. La respuesta orreta es la (A). Como las piezas se omponen de 5 uadraditos,el área del uadrado que se forme (y por lo tanto su lado) deben ser múltiplos de5. Pero es fáil onvenerse de que un uadrado de lado 5 no se puede formar. Lasiguiente posibilidad, el uadrado de lado 10, sí se puede. En efeto, on dos piezasse puede formar un retángulo de 2 × 5 y on 10 de estos retángulos se llena eluadrado de lado 10. Por lo tanto se neesitan omo mínimo 20 piezas.21. La respuesta orreta es la (C). Al dividir 80 entre 1, 2,. . . , 9 se obtienen losrestos 0, 0, 2, 0, 0, 2, 3, 0 y 8. Por lo tanto el número de niñas es 7, y el de niñoses 3.22. La respuesta orreta es la (C). Las uatro maneras son: los 4 que tienenblano, los 4 que tienen marrón, los 4 que tienen negro y los 4 que tienen al menosdos olores.23. La respuesta orreta es la (B). El ateto menor de los triángulos mide
30− 28 = 2 m, y el ateto mayor mide 28/2 = 14 m. Por lo tanto ada uno tieneárea 14 m2 y los 4 tienen área 56 m2.24. La respuesta orreta es la (A). Si Tomás die la verdad entones Alejomiente, por tanto Pedro die la verdad y Maros miente. Si en ambio Tomásmiente entones Alejo die la verdad, por tanto Pedro miente y Maros die laverdad. En ualquier aso los que mienten son dos.25. La respuesta orreta es la (D). Como hay 6 pares de ir-unferenias, el máximo número de puntos es 6. Este máximose alanza si tres irunferenias son tangentes exteriormentey la uarta es tangente exteriormente (o interiormente) a lastres primeras. b

b b

b

b b

26. La respuesta orreta es la (D). Coloando la pieza Tomo se muestra en la �gura no se puede agregar ninguna delas otras uatro �has.



1.2 Prueba de Terer Año 1127. La respuesta orreta es la (E). La ara superior del dado inferior no puedetener un 1. Si tiene un número mayor que 2, la ara inferior del dado medio tendríaun número < 3, la ara superior del dado medio un número > 4 y no podría sumar5 on la ara inferior del dado superior. La únia posibilidad es que la ara superiordel dado inferior tenga un 2. Entones la ara inferior del dado medio tiene un 3,la ara superior del dado medio un 4, la ara inferior del dado superior un 1 y laara superior del dado superior un 6.28. La respuesta orreta es la (B). El primer día del mes debe haber sido sábadoy el último domingo, teniendo el mes 30 días. Rl mes siguiente tiene 31 días yomienza por lunes, por lo tanto tiene 5 lunes, 5 martes, 5 miéroles y sólo 4 deada uno de los días restantes de la semana.29. La respuesta orreta es la (D). Si se aumenta a el produto de los uatro seinrementa en (a + 1)bcd − abcd = bcd. Análogamente si se aumentan b, c o d elproduto de los uatro se inrementa respetivamente en acd, abd o abc. El menorentre bcd, acd, abd y abc es abc, que se obtiene uando el que se aumenta es d.30. La respuesta orreta es la (A). Si un número abcde umple las ondiiones,entones debe ser e = 5 (para que sea divisible entre 5). Además b y d deben serpares (2 y 4) y por lo tanto a y c deben ser 1 y 3 (en algún orden). Como abcdebe ser divisible entre 3, a+ b+ c = 4+ b debe ser divisible entre 3, por lo tanto
b = 2 y en onseuenia d = 4. Pero entones abcd sería 1234 ó 3214, ninguno delos uales es divisible entre 4.1.2. Prueba de Terer AñoProblema 1. ¾Cuál de los siguientes números es el mayor?

©A 20111; ©B 1 + 2011; ©C 1× 2011; ©D 12011; ©E 1÷ 2011.Problema 2. Elsa juega on ubos y tetraedros.Si tiene 5 ubos y 3 tetraedros. ¾Cuántas arashay en total?
©A 50; ©B 56; ©C 42; ©D 52; ©E 48.Problema 3. En un rue peatonal se alternan franjas blanas y negras, adauna de anhura 50 m. Uno de estos rues omienza y termina on una franjablana y tiene 8 franjas blanas en total. ¾Cuál es la anhura total del rue?
©A 7 m; ©B 7,5 m; ©C 8 m; ©D 8,5 m; ©E 9 m.Problema 4. Mi aluladora divide en vez de multipliar y resta en lugar desumar. Si teleo (12× 3) + (4 × 2), ¾qué muestra la aluladora?



12 Prueba Preliminar
©A 2; ©B 6; ©C 12; ©D 28; ©E 38.Problema 5. Mi reloj digital aaba de mostrar la hora 20:11. ¾Cuántos minutosmás tarde mostrará una hora on los dígitos 0, 1, 1, 2, en algún orden?
©A 40; ©B 45; ©C 60; ©D 55; ©E 50.Problema 6. El diagrama muestra tres uadrados. El uadra-do mediano une los puntos medios del uadrado grande. El ua-drado pequeño une los puntos medios del uadrado mediano. Elárea del uadrado pequeño en la �gura es de 6 m2. ¾Cuál esla diferenia entre el área del uadrado grande y el área deluadrado mediano, en m2?
©A 6; ©B 9; ©C 12; ©D 15; ©E 18.Problema 7. En la alle donde vivo hay 17 asas. A un lado de la alle las asasestán numeradas on números pares y al otro on números impares. Mi asa es laúltima del lado par y su número es 12. Mi primo vive en la última del lado impar.¾Cuál es el número de su asa?
©A 5 ; ©B 7 ; ©C 13 ; ©D 17 ; ©E 21Problema 8. Félix el Gato apturó 12 pees en 3 días. Cada día, después delprimero, apturó más pees que el día anterior. En el terer día, apturó menospees que en los dos primeros días juntos. ¾Cuántos pees apturó el terer día?
©A 9; ©B 8; ©C 7 ; ©D 6; ©E 5.Problema 9. De todos los números de tres dígitos on suma de dígitos igual a8, se esogen el más grande y el más pequeño. ¾Cuál es su suma?
©A 707; ©B 916; ©C 907; ©D 1001; ©E 1000.Problema 10. El diagrama muestra uatro uadrados idéntios dis-puestos en forma de L. Se desea agregar un quinto uadrado de modoque se forme una �gura on un eje de simetría. ¾De uántas manerasse puede haer esto?
©A 1; ©B 6; ©C 2; ©D 5; ©E 3.Problema 11. 2011 · 2,011

201,1 · 20,11 =

©A 0,01 ; ©B 0,1 ; ©C 10; ©D 1; ©E 100.Problema 12. María tiene 9 perlas que pesan 1 g, 2 g, 3 g, 4 g, 5 g, 6 g, 7 g,8 g y 9 g. Ella hae uatro anillos on dos perlas en ada uno. Los pesos de las



1.2 Prueba de Terer Año 13perlas en estos uatro anillos son 17 g, 13 g, 7 g y 5 g. ¾Cuál es el peso de la perlarestante?
©A 3 g; ©B 2 g; ©C 4 g; ©D 1 g; ©E 5 g.Problema 13. Dados los números 17, 13, 5, 10, 14, 9, 12 y 16, ¾qué par de ellosse puede quitar sin modi�ar el promedio?
©A 12 y 17; ©B 5 y 17; ©C 9 y 16; ©D 10 y 12; ©E 14 y 10.Problema 14. El ratón Pérez va a la Tierra del Queso. Pero para llegar a esatierra legendaria tiene que pasar a través de un sistema de túneles, omo se muestraen la �gura. No se le permite volver a una interseión en la que ya haya estado.En ada interseión se enuentra una araota. ¾Cuántas araotas, omo máximo,puede reoger el ratón Pérez?
©A 12 ; ©B 13 ; ©C 14 ; ©D 15 ; ©E 16

Problema 15. Cada región en el diagrama se pinta onuno de los uatro olores: rojo (R), verde (V ), azul (A) oblano (B). Dos regiones on un borde omún deben tenerolores diferentes. Entones el olor de la región X es: X
V
R

A

©A rojo ; ©B azul ; ©C verde ; ©D blano ; ©E no es posible determinarlo.Problema 16. Un trozo uadrado de papel se orta en seispiezas retangulares omo muestra la �gura. La suma de losperímetros de las seis piezas retangulares es 120 m. Enuen-tre el área de la pieza uadrada de papel.
©A 48 m2; ©B 64 m2; ©C 110,25 m2; ©D 144 m2; ©E 256 m2.



14 Prueba PreliminarProblema 17. En tres partidos la �vino tinto� anotó 3 goles y le hiieron ungol. En esos tres partidos la vino tinto ganó un partido, empató uno y perdió uno.¾Cuál fue el resultado del partido ganado?
©A 2:0; ©B 3:0; ©C 1:0; ©D 2:1; ©E 0:1.Problema 18. Darío dibuja un segmento de retaDE de longitud 2 en un pedazode papel. ¾Cuántos puntos diferentes F puede dibujar en el papel de forma que eltriángulo DEF sea retángulo y tenga área 1?
©A 2; ©B 4; ©C 6; ©D 8; ©E 10.Problema 19. El número positivo a es menor que 1, y el número b es mayor que1. ¾Cuál de los siguientes números tiene el mayor valor?
©A a · b; ©B b; ©C a÷ b; ©D a+ b; ©E La respuesta depende de a y b.Problema 20. Un ubo se onstruye on papel plegado omo muestra la �gura.Por la super�ie del ubo se traza una línea osura que divide a la super�ie delubo en dos partes idéntias. ¾Cómo queda el papel después de que el ubo sedesdobla?
©A ; ©B ; ©C ; ©D ; ©E .Problema 21. El número de ino dígitos 24X8Y es divisible por 4, 5 y 9. ¾Cuáles la suma de los dígitos X e Y ?
©A 9; ©B 10; ©C 4; ©D 13; ©E 5.Problema 22. Luisa ha oloado dos �has (ada unaformada por ino uadrados de 1× 1) en un tablero de

5×5. ¾Cuál de las siguientes ino �has podría oloarseen la parte vaía del tablero, de tal manera que no sepueda agregar ninguna de las otras uatro �has?
©A ; ©B ; ©C ; ©D ; ©E .



1.2 Prueba de Terer Año 15Problema 23. Cada uno de los tres loros Isaa, Mario y Osar tiene un nidopropio. Isaa die: �Yo estoy más del doble de lejos de Mario que de Osar�. Mariodie: �Yo estoy más del doble de lejos de Osar que de Isaa�. Osar die: �Yoestoy más que el doble de lejos de Mario que de Isaa�. Al menos dos de ellos estándiiendo la verdad. ¾Cuál es el que miente?
©A Isaa; ©B Mario; ©C Osar; ©D Ninguno de ellos;
©E No se puede determinar on los datos suministrados.Problema 24. Dentro de un uadrado de lado 7 m dibujéun uadrado de lado 3 m. Luego dibujé otro uadrado delado 5 m, que interseta a los dos primeros. ¾Cuál es ladiferenia entre las áreas de la parte negra y la parte gris?
©A 15 m2; ©B 11 m2; ©C 10 m2; ©D 0 m2; ©E imposible determinarlo.Problema 25. Miguel dispara al blano. En ada disparo aertado puede obtener5, 8 ó 10 puntos. Su puntuaión total fue 99, y obtuvo 8 tantas vees omo 10. Sien el 25% de sus tiros no aertó al blano, ¾uántos disparos hizo Miguel en total?
©A 10; ©B 12; ©C 16; ©D 20; ©E 24.Problema 26. En un uadrilátero onvexo ABCD on AB = AC, los siguientesángulos son onoidos: ∠BAD = 80◦, ∠ABC = 75◦, ∠ADC = 65◦. ¾Cuánto mide

∠BDC?
©A 45◦; ©B 30◦; ©C 20◦; ©D 15◦; ©E 10◦.Problema 27. Hae siete años, la edad de Eva era un múltiplo de 8, y dentrode oho años será un múltiplo de 7. Hae oho años, la edad de Rafael era unmúltiplo de 7, y dentro de siete años será un múltiplo de 8. ¾Cuál de las siguientesa�rmaiones puede ser verdadera?
©A Rafael es dos años menor que Eva;
©B Rafael es un año menor que Eva;
©C Rafael y Eva tienen la misma edad;
©D Rafael es un año mayor que Eva;
©E Rafael es dos años mayor que Eva.Problema 28. En la expresión A · B · C ·D ·B ·E · F · F

D ·B ·G ·H ada letra representaun dígito diferente de ero. Letras iguales representan dígitos iguales y letras dife-rentes representan dígitos diferentes. ¾Cuál es el valor entero positivo más pequeñoposible de esta expresión?
©A 1 ; ©B 2 ; ©C 3 ; ©D 5 ; ©E 7



16 Prueba PreliminarProblema 29. La siguiente �gura se ompone de dos retángulos. Las longitudesde dos lados están maradas: 11 y 13. La �gura se orta en tres partes y las partesse reorganizan en un triángulo. ¾Cuál es la longitud del lado x?

©A 40; ©B 39; ©C 38; ©D 37; ©E 36.Problema 30. Maros juega un juego de omputador en una uadríula de 4×4.Cada elda es roja o azul, pero el olor sólo se ve si se hae li en ella. Se sabe quesólo hay dos eldas azules, y que tienen un lado omún. ¾Cuál es el menor númerode lis que Maros tiene que haer para estar seguro de ver las dos eldas azulesen la pantalla?
©A 10; ©B 9; ©C 12; ©D 11; ©E 13.1.2.1. Soluiones1. La respuesta orreta es la (B). Las ino alternativas propuestas son (A)

20111 = 2011, (B) 1 + 2011 = 2012, (C) 1 × 2011 = 2011, (D) 12011 = 1 y (E)
1/2011, la mayor de las uales es (B) 2012.2. La respuesta orreta es la (C). Los ubos tienen 6 aras y los tetraedros 4,por lo tanto el número total de aras es 5× 6 + 3× 4 = 30 + 12 = 42.3. La respuesta orreta es la (B). Si hay 8 franjas blanas, las negras deben ser7 y el total 15. Por lo tanto la anhura total es 15× 50 = 750 m, o 7,5 m.4. La respuesta orreta es la (A). La aluladora mostrará (12÷ 3)− (4 ÷ 2) =
4− 2 = 2.5. La respuesta orreta es la (E). La siguiente hora on los mismos dígitos serála 21:01, para lo ual faltan 50 minutos.



1.2 Prueba de Terer Año 176. La respuesta orreta es la (C). Es fáil ver que el área deluadrado medio es el doble del área del pequeño, es deir 12 m2(pues el uadrado pequeño se divide en 4 triángulos idéntios, y eluadrado medio se divide en 8 de esos triángulos). Análogamenteel área del uadrado grande es el doble del área del medio, es deir24 m2, y la diferenia pedida es 24− 12 = 12 m2.7. La respuesta orreta es la (E). Las asas del lado par están numeradas 2, 4,6, 8, 10 y 12. Entones del lado impar debe haber 11 asas, numeradas 1, 3, 5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19 y 21.8. La respuesta orreta es la (E), 5. El terer día Félix apturó menos de la mitaddel total, es deir que apturó a lo sumo 5 pees. Pero no pudo haber apturadomenos de 5, pues si así fuese el total sería a lo sumo 2 + 3 + 4 = 9.9. La respuesta orreta es la (C). El más pequeño es 107 y el mayor es 800, porlo tanto la suma es 907.10. La respuesta orreta es la (E).
11. La respuesta orreta es la (D). Multipliando numerador y denominador por1000 la fraión es equivalente a 20112/20112 = 1.12. La respuesta orreta es la (A). El peso de todas las perlas es 1+2+3+4+5+
6+7+8+9 = 45, mientras que el de las perlas en los 4 anillos es 17+13+7+5 = 42.La diferenia 45− 42 = 3 g es el peso de la perla restante.13. La respuesta orreta es la (E). El promedio de todo el onjunto es (17+13+
5+10+14+9+12+16)/8 = 96/8 = 12. El promedio de los que se quiten, para noalterar el promedio de los restantes, debe ser 12. De los 5 pares propuestos omoalternativas, el únio on promedio 12 es el formado por 14 y 10.14. La respuesta orreta es la (B). Ver expliaión para el problema 4 de primery segundo año, página 9.



18 Prueba Preliminar15. La respuesta orreta es la (A). La regiónmarada 1 en la �gura no puede ser sino blana,ya que tiene bordes omunes on regiones de olor
R, V y A. Por razones análogas la región 2 debeser roja, la 3 debe ser verde, la 4 azul, la 5 blanay �nalmente la región X debe ser roja. X

V

R
A

1:B2:R 3:
V

4:A
5:B R16. La respuesta orreta es la (D). Si a es el lado del uadrado, la suma de losperímetros de los retángulos es igual al perímetro del uadrado más dos veeslos segmentos interiores. Pero los segmentos interiores vertiales suman a y loshorizontales 2a, por lo tanto 120 = 4a + 2(a + 2a) = 10a, de donde a = 12 y elárea del uadrado es 122 = 144 m2.17. La respuesta orreta es la (B). Ver expliaión para el problema 17 de primery segundo año, página 10.18. La respuesta orreta es la (C). Se pueden formar 4triángulos retángulos que tienen a DE omo ateto mayor,on el otro ateto de longitud 1, y dos triángulos isorretán-gulos que tienen a DE omo hipotenusa y altura 1. b b

b b b

b b b

D E19. La respuesta orreta es la (D). Como a < 1 < b, se tiene que a · b < b < a+ by a÷ b < a < a+ b, por lo tanto el mayor es a+ b.20. La respuesta orreta es la (A), omo puede verse armando el desarrollo.Por otra parte (B), (C) y (D) laramente deben desartarse pues la línea osuraorta a algunas aristas en puntos diferentes de los puntos medios de éstas, y (E)se desarta porque una ara ontiene dos segmentos de la línea osura.21. La respuesta orreta es la (C). Como el número es divisible entre 5 y 4, Ydebe ser 0. Y omo la suma de dígitos 2+4+X+8+Y = 14+X debe ser divisibleentre 9, X sólo puede ser 4. Por lo tanto X + Y = 4.22. La respuesta orreta es la (C). Ver expliaión para el problema 26 de primery segundo año, página 10.23. La respuesta orreta es la (B). Las a�rmaiones de Isaa, Mario y Osar sonrespetivamente (1) IM > 2IO, (2) MO > 2IM y (3) MO > 2IO. Pero (1) y (2)son ontraditorias, pues sumándolas resulta IM +MO > 2IO + 2IM , de donde
MO > 2IO + IM > IO + IM , violando la desigualdad triangular. También sonontraditorias (2) y (3), pues sumándolas se llega a MO > IM + IO. La úniaforma de que haya dos verdaderas es que Isaa y Osar sean honestos y Mario seamentiroso.



1.2 Prueba de Terer Año 1924. La respuesta orreta es la (A). Sean a, b, c,
d y e las áreas de las 5 regiones en que se desom-pone la �gura. Lo que se pide es a − c − e. Pero
a−c−e = a+b+c+d+e− (c+d+e)− (b+c) =
72 − 52 − 32 = 15. a

b

c
d e

25. La respuesta orreta es la (D). Si x el número de vees que obtuvo 5 puntosy y el número de vees que obtuvo 8 puntos, entones 5x + 8y + 10y = 99, esdeir que 5x+ 18y = 99. Como 5x = 99− 18y es impar y múltiplo de 9, tambiéndebe serlo x. Esto deja omo únia posibilidad x = 9 (pues si x ≥ 27 entones
5x ≥ 135 > 99), de donde y = 3. Si n es el número total de disparos, entones
(3/4)n = x+ 2y = 9 + 6 = 15, de donde n = (4/3)15 = 20.26. La respuesta orreta es la (D). Como ABCes isóseles se tiene ∠ACB = ∠ABC = 75◦.Por lo tanto ∠BAC = 180◦ − 75◦ − 75◦ = 30◦y ∠CAD = ∠BAD − ∠BAC = 50◦. Entones
∠ACD = 180◦ − 65◦ − 50◦ = 65◦ y ACD esisóseles, de donde AD = AC = AB y ABDtambién es isóseles. Por lo tanto ∠ADB =
∠ABD = (180◦ − 80◦)/2 = 50◦ y �nalmente
∠BDC = ∠ADC − ∠ADB = 65◦ − 50◦ = 15◦. b

b

b

b

A

B

75◦

D

80◦

C

65◦

27. La respuesta orreta es la (E). Sean E y R las edades de Eva y Rafael,respetivamente. Entones E − 7 y R+ 7 son múltiplos de 8, mientras que E + 8y R − 8 son múltiplos de 7. La opión (C) es imposible, pues si E = R entones
E−7 y R+7 = E+7 serían múltiplos de 8, lo ual es absurdo pues di�eren en 14.Como E+R = (E−7)+(R+7) es múltiplo de 8 (y por lo tanto par) E y R debenser de la misma paridad; esto desarta las opiones (B) y (D). Tampoo puede serierta (A), ya que si R = E − 2 entones E − 7 y R + 7 = E + 5 serían ambosmúltiplos de 8, absurdo pues di�eren en 12. La únia posibilñidad que queda es la(E), es deir R = E + 2. Esto efetivamente puede ourrir, por ejemplo si E = 55y R = 57.28. La respuesta orreta es la (B). La expresión es igual a ABCEF 2

GH
y su mínimoes 2·3·4·5·12

8·9 = 15
9 > 1. Como 2·3·4·6

8·9 = 2 éste es el mínimo valor entero y se alanzapara A = 2, B = 3, C = 4, D = 5, E = 6, F = 1, G = 8 y H = 9.29. La respuesta orreta es la (D). El anho de la �gura de la izquierda es
11 + 13 = 24. En la �gura de la dereha es laro que x = 13 + 24 = 37.



20 Prueba Preliminar30. La respuesta orreta es la (A). Si se agrupan las 16 asillasen 8 pares de asillas adyaentes, resulta laro que se requierenal menos 8 lis para enender on erteza una asilla azul, yal menos 2 más para enender la otra. Diez lis siempre sonsu�ientes. Para ello hagamos li suesivamente en las asillasmaradas 1, 2, 3, . . . en la �gura, hasta ver una asilla azul. Sila primera que se ve es la 8, haiendo li en las 2 adyaentes sedesubre la otra azul. Si la primera que se ve es la 7, haiendo 1 23 45 67 8li en las 3 adyaentes se desubre la otra. Y si es alguna de la 1 a la 6, haiendoli en las adyaentes (que son a lo sumo 4) se desubre la otra.1.3. Prueba de Cuarto Año y Quinto AñoProblema 1. En un rue peatonal se alternan franjas blanas y negras, adauna de anhura 50 m. Uno de estos rues omienza y termina on una franjablana y tiene 8 franjas blanas en total. ¾Cuál es la anhura total del rue?
©A 7 m; ©B 7,5 m; ©C 8 m; ©D 8,5 m; ©E 9 m.Problema 2. El retángulo sombreado tiene un áreade 13 m2. A y B son los puntos medios de los ladosdel trapeio. ¾Cuál es el área del trapeio? A B

©A 24; ©B 25; ©C 26; ©D 27; ©E 28.Problema 3. Dadas las expresiones, S1 = 2 · 3 + 3 · 4 + 4 · 5, S2 = 22 + 32 + 42,
S3 = 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4, ¾uál de las siguientes relaiones es verdadera?

©A S2 < S1 < S3; ©B S3 < S2 < S1; ©C S1 < S2 < S3;
©D S1 < S2 = S3; ©E S1 = S2 < S3.Problema 4. En la siguiente �gura debe haber unnúmero en ada vértie, de tal manera que la suma delos números en los extremos de ada segmento sea lamisma. Dos de los números ya están allí. ¾Qué númerodebe ir en el punto x?
©A 1; ©B 3; ©C 4; ©D 5; ©E la informaión no es su�iente.Problema 5. Cuando 2011 se dividió por un ierto número, el resto fue 1011.¾Cuál de los números siguientes fue el divisor?
©A 100; ©B 500; ©C 1000; ©D 2000; ©E no es posible obtener ese resto.



1.3 Prueba de Cuarto Año y Quinto Año 21Problema 6. Un mosaio retangular on 360 m2 de área está heho de baldosasuadradas, todas del mismo tamaño. El mosaio tiene 24 m de alto y 5 baldosasde anho. ¾Cuál es el área de ada baldosa en m2?
©A 1; ©B 4; ©C 9; ©D 16; ©E 25.Problema 7. Todos los números de uatro dígitos uyos dígitos suman 4 seesriben en orden desendente. ¾En qué lugar de esta seuenia está ubiado elnúmero 2011?
©A 6o; ©B 8o; ©C 7o; ©D 10o; ©E 9o.Problema 8. El diagrama muestra uatro uadrados idéntios dis-puestos en forma de L. Se desea agregar un quinto uadrado de modoque se forme una �gura on un eje de simetría. ¾De uántas manerasse puede haer esto?
©A 1 ; ©B 6 ; ©C 2 ; ©D 5 ; ©E 3.Problema 9. El diagrama muestra una �gura ompuestapor un hexágono regular de lado unidad, seis triángulos yseis uadrados. ¾Cuál es el perímetro de la �gura?
©A 6(1 +

√
2); ©B 6(1 +

√
3
2 ); ©C 12; ©D 6 + 3

√
2; ©E 9.Problema 10. Un dado es normal si los puntos en ada par de aras opuestassuman 7. Tres dados normales son apilados uno enima del otro de modo quela suma de puntos en ualquier par de aras en ontato es 5. Una de las arasvisibles del dado inferior muestra un punto. ¾Cuántos puntos tiene la ara superiordel dado superior?

©A 2; ©B 3; ©C 4; ©D 5; ©E 6.Problema 11. En un determinado mes se produjeron 5 lunes, 5 martes y 5miéroles. En el mes anterior hubo sólo uatro domingos. Entones el próximo mesinluirá neesariamente:
©A 5 domingos; ©B 5 miéroles; ©C exatamente 4 viernes;
©D exatamente 4 sábados; ©E la situaión es imposible.Problema 12. Dado que 9n + 9n + 9n = 32011, ¾uál es el valor de n?
©A 1005; ©B 1006; ©C 2010; ©D 2011; ©E ninguno de ellos.



22 Prueba PreliminarProblema 13. Tres deportistas partiiparon en una arrera: Miguel, Fernando ySebastián. Inmediatamente después del omienzo, Miguel iba primero, Fernandosegundo y Sebastián terero. Durante la arrera, Miguel y Fernando se pasaron unoal otro 9 vees, Fernando y Sebastián lo hiieron 10 vees, y Miguel y Sebastián11. ¾En qué orden �nalizaron la arrera?
©A Miguel, Fernando, Sebastián; ©B Fernando, Miguel, Sebastián;
©C Sebastián, Miguel, Fernando; ©D Sebastián, Fernando, Miguel;
©E Fernando, Sebastián, Miguel.Problema 14. Se tienen dos ubos on lados de longitudes x m y x+ 1 m. Elubo grande está lleno de agua y el pequeño está vaío. Se vierte agua del ubogrande en el ubo pequeño hasta llenarlo, y quedan 217 litros en el ubo grande.¾Cuánta agua se vertió en el ubo pequeño?
©A 243 l; ©B 512 l; ©C 125 l; ©D 1.331 l; ©E 729 l.Problema 15. Una esfera on radio 15 rueda dentrode un agujero ónio y enaja exatamente. La vistalateral del agujero ónio es un triángulo equilátero.¾Qué tan profundo es el hoyo?
©A 45; ©B 25

√
3; ©C 60; ©D 30

√
2; ©E 60(

√
3− 1).Problema 16. Algunas eldas de una uadríulablana de 4× 4 deben pintarse de negro. En la �gurase india, al lado de ada �la o olumna, el númerode eldas en esa �la o olumna que deben pintarse denegro. ¾De uántas maneras se puede haer esto? 2 0 1 1 1102

©A 0; ©B 1; ©C 3; ©D 5; ©E 9.Problema 17. ¾Cuál es el mayor número de enteros onseutivos de 3 dígitosque tienen al menos un dígito impar?
©A 221; ©B 111; ©C 110; ©D 10; ©E 1.Problema 18. Niolás quiere esribir números enteros en laseldas de una uadríula de 3× 3 de manera que la suma de losnúmeros en ada uadrado de 2× 2 sea igual a 10. Ya ha esritoino números, omo se muestra en la �gura. Enuentra la sumade los uatro números restantes. 4 321 0
©A 9; ©B 10; ©C 12; ©D 13; ©E 11.



1.3 Prueba de Cuarto Año y Quinto Año 23Problema 19. Durante un viaje muy movido, Juana trató de esbozar un mapade su aldea natal. Se las arregló para dibujar las uatro alles, sus siete rues ylas asas de sus amigos, pero en realidad tres de las alles son retas y sólo una esurva. ¾Quién vive en la alle urva?
AdaBen

David Carla
©A Ada; ©B Ben; ©C Carla; ©D David; ©E La informaión es insu�iente.Problema 20. En el triángulo ABC, se eli-ge un punto D en el segmento BC, y luego seelige el punto E en el segmento AD. Se obtie-nen así 9 ángulos denotados en la �gura porlos números 1, 2,. . . , 9. Enuentre el mínimonúmero posible de valores diferentes que losángulos 1, 2,. . . , 9 podrían tomar.
©A 3; ©B 5; ©C 2; ©D 6; ©E 4.Problema 21. Simón tiene un ubo de vidrio de 1 dm delado, en uyas aras pegó varios uadrados idéntios de papelosuro, de modo que el ubo se ve igual desde todos los lados(ver �gura). ¾Cuántos m2 son de papel osuro?
©A 37,5; ©B 150; ©C 225; ©D 300; ©E 375.Problema 22. Llamemos a un número de ino dígitos abcde interesante si susifras son todas diferentes y a = b+ c+d+ e. ¾Cuántos números interesantes hay?
©A 72; ©B 144; ©C 168; ©D 216; ©E 288.



24 Prueba PreliminarProblema 23. Los números x e y son ambos mayores que 1. ¾Cuál de las siguien-tes fraiones tiene el mayor valor?
©A x

y + 1
; ©B x

y − 1
; ©C 2x

2y + 1
; ©D 2x

2y − 1
; ©E 3x

3y + 1
.Problema 24. Un ubo se onstruye on papel plegado omo muestra la �gura.Por la super�ie del ubo se traza una línea osura que divide a la super�ie delubo en dos partes idéntias. ¾Cómo queda el papel después de que el ubo sedesdobla?

©A ; ©B ; ©C ; ©D ; ©E .Problema 25. La siguiente �gura se ompone de dos retángulos. Las longitudesde dos lados están maradas: 11 y 13. La �gura se orta en tres partes y las partesse reorganizan en un triángulo. ¾Cuál es la longitud del lado x?

©A 40; ©B 39; ©C 38; ©D 37; ©E 36.



1.3 Prueba de Cuarto Año y Quinto Año 25Problema 26. ¾Cuántos pares ordenados de números naturales (x, y) satisfaenla euaión 1

x
+

1

y
=

1

3
?

©A 0; ©B 1; ©C 2; ©D 3; ©E 4.Problema 27. Para un entero n ≥ 2 denotemos por 〈n〉 al mayor número primoque no exeda a n. ¾Cuántos enteros positivos k satisfaen la euaión 〈k + 1〉 +
〈k + 2〉 = 〈2k + 3〉?

©A 0; ©B más de 3; ©C 2; ©D 3; ©E 1.Problema 28. El limpiavidrios trasero de un arro está onstruido de tal maneraque la esobilla w y el brazo r tienen igual longitud y en el punto de unión formanun ángulo α. El limpiavidrios pivota en el entro C y limpia el área que se ve enla �gura.

Determine el ángulo β (en radianes) formado por el lado reto dereho del árealimpiada on la tangente.
©A 3π−α

2 ; ©B π − α
2 ; ©C 3π

2 − α; ©D π
2 + α; ©E π + α

2 .Problema 29. Los hermanos Andrés y Bruno dieron respuestas verdaderas ala pregunta de uántos miembros tiene su lub esolar de ajedrez. Andrés dijo:�Todos los miembros de nuestro lub, exepto ino, son varones�. Bruno dijo: �Enualquier grupo de seis miembros del lub, al menos uatro son niñas�. ¾Cuántosmiembros tiene el lub?
©A 18; ©B 12; ©C 8; ©D 7; ©E 6.Problema 30. ¾Cuántas uaternas de aristas de un ubo poseen la propiedad deque ningún par de aristas de la uaterna tiene vérties omunes?
©A 9; ©B 8; ©C 6; ©D 12; ©E 18.



26 Prueba Preliminar1.3.1. Soluiones1. La respuesta orreta es la (B). Ver expliaión para el problema 3 de tereraño, página 16.2. La respuesta orreta es la (C). El área del trapeio es el produto de lasemisuma de las bases por la altura. Pero la semisuma de las bases es igual al ladodel retángulo, y la altura del trapeio es el doble de la del retángulo, por lo tantoel área del trapeio es el doble de la del retángulo, es deir 26 m2.3. La respuesta orreta es la (B). Para verlo basta alular S1 = 38, S2 = 29,
S3 = 20 y sustituir estos valores en las expresiones dadas.4. La respuesta orreta es la (A). Si la suma de los números en los extremos deada segmento es S, al reorrer un amino partiendo del vértie marado on 1se van enontrando vérties on los números S − 1 y 1, alternadamente. Como alvértie marado on x se llega atravesando 6 segmentos, es laro que x = 1.5. La respuesta orreta es la (E). Si el oiente es q y el divisor d, por el algoritmpde la división se tendría 2011 = qd + 1011, de donde qd = 1000 y d ≤ 1000. Peroentones el resto 1011 sería mayor que el divisor, lo que es absurdo.6. La respuesta orreta es la (C). Si el qnho de ada baldosa es x m, entones
360 = 24 · 5 · x = 120x, de donde x = 3 y el área de ada baldosa es 9 m2.7. La respuesta orreta es la (E). Los números que se esriben son 4000, 3100,3010, 3001, 2200, 2110, 2101, 2020, 2011, et.8. La respuesta orreta es la (E). Ver expliaión para el problema 10 de tereraño, página 17.9. La respuesta orreta es la (C). Como los ángulos internos del hexágono son120◦, el ángulo de ada triángulo en el vértie omún on el hexágono es 360◦ −
120◦− 90◦− 90◦ = 60◦, y omo son isóseles resultan también equiláteros (de lado1). Por lo tanto el perímetro de la �gura es 12.10. La respuesta orreta es la (E). Ver expliaión para el problema 27 de primeroy segundo años, página 8.11. La respuesta orreta es la (D). Para tener 5 lunes, 5 martes y 5 miéroles elmes debió omenzar en lunes y tener 31 días. El mes anterior �nalizó en domingo,y omo sólo tuvo 4 domingos debió tener 28 días, es deir que fue febrero. El messiguiente fue entones abril, que tiene 30 días, y omenzó en jueves, por lo tantotuvo 5 jueves, 5 viernes y 4 de ada uno de los demás días de la semana. La úniaalternativa ompatible on esta situaión es la (D).12. La respuesta orreta es la (A). 9n + 9n + 9n = 3 · 9n = 3 · (32)n = 3 · 32n =
32n+1 = 32011. Igualando los exponentes 2n+ 1 = 2011 resulta n = 1005.



1.3 Prueba de Cuarto Año y Quinto Año 2713. La respuesta orreta es la (E). Como Fernando y Sebastián se pasaron unoal otro un número par de vees, quedaron en el mismo orden relativo en queestaban, es deir Fernando adelante de Sebastián. En ambio Miguel y Fernandose pasaron uno al otro un número impar de vees, por lo tanto quedaron en unorden diferente al iniial, es deir Fernando adelante de Miguel. Del mismo modoMiguel y Sebastián quedaron en un orden diferente al iniial, es deir Sebastiánadelante de Miguel. En onlusión, terminaron en el orden Fernando, Sebastián,Miguel.14. La respuesta orreta es la (B). Se tiene (x + 1)3 − x3 = 217, de donde
3x2 + 3x − 216 = 0, x2 + x − 72 = 0, uya únia raíz positiva es 8. Luego elvolumen del ubo pequeño es 83 = 512 litros.15. La respuesta orreta es la (A). El radio de la esfera es la terera parte de laaltura del triángulo equilátero, luego ésta es 45.16. La respuesta orreta es la (D). Las 5 soluiones son:
17. La respuesta orreta es la (B), 11, y se logra por ejemplo on los númerosdesde el 289 hasta el 399.18. La respuesta orreta es la (C). Si x es uno delos números que faltan, los restantes son 7− x, 8− xy x − 3 (ver �gura). Por lo tanto la suma pedida es
x+(7−x)+(8−x)+(x−3) = 12. Alternativamente,si la suma pedida es S, sumando los 4 uadrados de
2 × 2 se obtiene 40 = 1 + 4 + 3 + 0 + 4 × 2 + 2S, esdeir 24 = 2S, de donde S = 12. 4 321 0x

7− x 8− x

x− 319. La respuesta orreta es la (D). Dos alles retas pueden tener a lo sumo unpunto de interseión. Como las alles de Ben y de David se ortan dos vees, unade ellas debe ser urva. Pero las alles de Ada y de David también se ortan dosvees, por lo tanto una de ellas debe ser urva. Se onluye que la alle urva esla de David.20. La respuesta orreta es la (A). Como ∠4 = ∠1 + ∠2 y ∠7 = ∠4 + ∠5, debehaber al menos tres ángulos diferentes. Este mínimo se alanza si ∠1 = ∠2 = ∠5 =
∠8 = ∠9 = 36◦, pues en ese aso ∠3 = 108◦, ∠4 = ∠6 = 72◦ y ∠7 = 108◦.21. La respuesta orreta es la (C). La super�ie lateral total es 600 m2, de laual 3/8 están ubiertos por papel osuro, es deir 225 m2.



28 Prueba Preliminar22. La respuesta orreta es la (C). Los dígitos bcde deben ser una permutaiónde 0123, 0124, 0125, 0126, 0134, 0135 o 0234. Por lo tanto la respuesta es 7 · 4! =
7 · 24 = 168.23. La respuesta orreta es la (B). Las expresiones dadas pueden esribirse omo
A =

x

y + 1
, B =

x

y − 1
, C =

x

y + 1
2

, D =
x

y − 1
2

, E =
x

y + 1
3

, on lo ual resultalaro que A < C < E < D < B.24. La respuesta orreta es la (A). Ver expliaión para el problema 20 de tereraño, página 18.25. La respuesta orreta es la (D). Ver expliaión para el problema 29 de tereraño, página 19.26. La respuesta orreta es la (D). Multipliando por 3xy se ve que la euaión esequivalente a 3x+3y = xy, que a su vez se puede esribir omo (x− 3)(y− 3) = 9,de donde se obtienen las soluiones (4,12), (6,6) y (12,4).27. La respuesta orreta es la (E). Para k = 1 se umple 〈2〉 + 〈3〉 = 〈5〉. Si
k > 1, el miembro izquierdo de la euaión es la suma de dos primos mayores que2, por lo tanto es par por ser la suma de dos impares, mientras que el miembrodereho es impar. Por lo tanto k = 1 es la únia soluión.28. La respuesta orreta es la (B). El ángulo β es la suma de un reto y unángulo de un triángulo isóseles on ángulo al vértie α, es deir

π

2
+

π − α

2
= π − α

2
.29. La respuesta orreta es la (D). El lub tiene ino niñas y al menos dosvarones (Andrés y Bruno). Pero no puede haber más varones, pues entones sepodría formar un grupo de seis on tres niñas y tres varones.30. La respuesta orreta es la (A). Hay dos tipos de uaternas de aristas disjun-tas: (1) las formadas por uatro aristas paralelas y (2) las que tienen dos aristasparalelas de una ara y dos dos aristas paralelas de la ara opuesta, pero ortogo-nales a las dos primeras. Las uaternas del tipo (1) son 3, una para ada direiónposible. Las del tipo (2) son 6, pues para ada par de aras opuestas se puedenelegir los pares de aristas de 2 maneras. Por lo tanto la respuesta es 3 + 6 = 9.



Capítulo 2Prueba Regional
La prueba regional de la OJM onsta de ino problemas, que se valoran en unaesala de 1 a 5. Los partiipantes disponen de tres horas para resolverlos.2.1. Prueba de Primer AñoProblema 1.Si 2x = 15 y 15y = 32, ¾uál es el valor del produto xy?Problema 2.
ABCD es un uadrado y ABE es un triángulo equilátero. ¾Cuánto mide el ángulo
∠CED?

b b

bb

b

A B

CD

E

Problema 3.Se tienen tres números de tres dígitos ada uno, abc, bca y cab, uya suma es 2664.¾Cuál es el valor de a+ b + c?



30 Prueba RegionalProblema 4.El promedio de ali�aiones de los 35 estudiantes de un urso es 15,75. Si elpromedio de los hios es 14,25 y el de las hias es 18, ¾uántas hias hay en lalase?Problema 5.Un lenguaje tiene alfabeto ABDEFGIJLMNOPRSTU (5 voales pero sólo 12 on-sonantes). Las palabras se forman on tres letras, sin que aparezan dos voales odos onsonantes onseutivas. Por ejemplo: PAS, INA, LUL y ONO son palabras,pero TRI, AAN, MIA y UGG no lo son.(a) ¾Cuántas palabras hay en ese lenguaje?(b) Si se esribe un diionario de ese lenguaje en dos tomos, en orden alfabétioy de manera que ada tomo ontenga la misma antidad de palabras, ¾uál serála primera palabra del segundo tomo?2.1.1. Soluiones1. 2xy = (2x)y = 15y = 32, por lo tanto xy = 5.2. ∠EAD = ∠BAD − ∠BAE = 90◦ − 60◦ = 30◦. Como EA = AB = AD eltriángulo EAD es isóseles y ∠ADE = (180◦ − ∠EAD)/2 = 75◦. Por lo tanto
∠EDC = 15◦ y obviamente también ∠ECD = 15◦, por lo tanto ∠CED = 180◦−
15◦ − 15◦ = 150◦.3. La suma de los tres números es
(100a+ 10b+ c) + (100b+ 10c+ a) + (100c+ 10a+ b) = (100+ 10+ 1)(a+ b+ c),por lo tanto 111(a+ b+ c) = 2664 y a+ b+ c = 2664/111 = 24.4. Sea x el número de hias. Entones

35 · 15,75 = 14,25(35− x) + 18x,de donde
35(15,75− 14,25) = (18− 14,25)x = 3,75x,

x =
35 · 1,5
3,75

= 14.Hay 14 hias.5. (a) 5 · 12 · 5 + 12 · 5 · 12 = 300 + 720 = 1020.(b) Para ada letra hay 60 palabras que omienzan por ella, y omo la letra delmedio es la L, la respuesta será la palabra 31 que omiene on L. Hay 12 palabrasque omienzan on LA, 5 on LB y 5 on LD. Las palabra que siguen son LEB,LED, LEF, LEG, LEJ, LEL, LEM, LEN y LEP, que es la respuesta.



2.2 Prueba de Segundo Año 312.2. Prueba de Segundo AñoLos problemas 1, 2, 4 y 5 de segundo año son los mismos que los de primer año(ver pág. 29). Las pruebas sólo se diferenian en el problema 3, que se enunia aontinuaión.Problema 3.a) ¾Cuál es el dígito de las unidades de 32011 + 52011?(b) El número 32011 + 52011, ¾puede ser un uadrado perfeto?2.2.1. SoluionesLas soluiones de los problemas 1, 2, 4 y 5 se enuentran en la página 30.3. (a) Las potenias de 3 terminan suesivamente en 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, 1,. . . Laperiodiidad permite a�rmar que 32011 termina en 7. Y es laro que 52011 (omotodas las potenias de 5) termina en 5.(b) Como 32011 termina en 7 y 52011 termina en 5, la suma termina en 2. Perolos uadrados perfetos sólo pueden terminar en 0, 1, 4, 5, 6 ó 9. Por lo tanto
32011 + 52011 no es un uadrado perfeto.2.3. Prueba de Terer AñoProblema 1Calule el área del hexágono de la �gura, sabiendoque el lado de la uadríula mide 1 m.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

Problema 2. Idéntio al Problema 3 de Segundo Año (ver más arriba).Problema 3Un tablero uadrado de 4×4 tiene uatro subtableros de 3×3(en la �gura se muestra uno de ellos limitado por la líneagruesa).(a) Muestre ómo marar 8 de las 16 asillas del tablero demanera que ada subtablero de 3× 3 ontenga exatamente 5asillas maradas.(b) Muestre ómo marar 8 de las 16 asillas del tablero de manera que adasubtablero de 3× 3 ontenga exatamente 6 asillas maradas.



32 Prueba Regional() ¾Es posible marar 8 de las 16 asillas del tablero de manera que ada subta-blero de 3× 3 ontenga exatamente 7 asillas maradas? Justi�que su respuesta.Problema 4. A ontinuaión se muestran dos de los dieiseis dígitos de unatarjeta de rédito: 3 5Sabiendo que la suma de ualesquiera tres dígitos onseutivos es 14, ¾puede om-pletar el número?Problema 5. Halle todos los valores de k para los uales las dos raíes de x2 −
30x+ k = 0 son números primos.2.3.1. Soluiones1. El hexágono está dentro de un retángulo de lados 4 y 5 y área 20. La difereniaentre el retángulo y el hexágono on 5 triángulos de áreas 2, 3

2 , 3
2 , 3 y 1, que suman9 m2. Por lo tanto el área del hexágono es 20 − 9 = 11 m2. Alternativamente:por el teorema de Pik el área es 8 + 8

2 − 1 = 11 m2.2. Ver soluión al problema 2 de Terer Año pág. 31.3. (a) Hay varias maneras de haerlo. A ontinuaión se muestran dos de ellas:X XX XXX XX X XXXXX XX(b) Hay dos maneras de haerlo:X XX XX XX X X XXXXX XX
() Es imposible, ya que debería haber dos asillas sin marar en ada subtablero
3 × 3, pero omo ada subtablero tiene solamente una asilla que no pertenee a



2.4 Prueba de Cuarto Año 33ninguno de los otros tres (la de la esquina) esas 8 asillas no pueden ser todasdiferentes, y el tablero tendría menos de 8 asillas sin marar.4. Los dos dígitos a la dereha del 5 deben sumar 9, luego el penúltimo númeroes 5. Por la misma razón en las posiiones 9, 6 y 3 va el 5:5 3 5 5 5 5Ahora se ve que en la segunda asilla va el 6 y en la primera el 3. El resto seompleta fáilmente de izquierda a dereha:3 6 5 3 6 5 3 6 5 3 6 5 3 6 5 35. La suma de las raíes debe ser 30 y su produto k. Entones, para adadesomposiión de 30 omo suma de dos primos p y q, se tiene una soluión k = pq.Las desomposiiones válidas son 7+23 = 11+19 = 13+17, por lo tanto los valoresbusados de k son 7 · 23 = 161, 11 · 19 = 209 y 13 · 17 = 221.2.4. Prueba de Cuarto AñoProblema 1. Idéntio al Problema 4 de Terer Año (ver pág. 32).Problema 2. Halle todos los enteros n, 1 ≤ n ≤ 8, tales que sea posible mararalgunas asillas en un tablero de 5×5 de modo tal que haya exatamente n asillasmaradas en ada uadrado de 3× 3.Problema 3. Halle todos los valores de k para los uales las dos raíes de x2 −
30x+ k = 0 son números primos.Problema 4Halle el área del uadrilátero ABCD, sabiendo que
AB = BC, ∠ABC = ∠ADC = ∠BED = 90◦ y
BE = 5.

b

b

b

bb
A

B

C

DEProblema 5. Digamos que un número natural es apiuadrado si es un uadradoperfeto y además se lee igual de dereha a izquierda que de izquierda a dereha.Por ejemplo 484 = 222 es un apiuadrado de 3 ifras.a) Esriba al menos tres apiuadrados de 5 ifras.b) ¾Existen apiuadrados de 4 ifras?



34 Prueba Regional2.4.1. Soluiones1. Ver página 33.2. Es posible para todos los enteros desde el 1 hasta el 8, omo muestran lossiguientes diagramas:X XXX XXXXX XXXXXX X
n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

XXXXX XXXX XXXXX XXXX XXXXX XXXXX XXXXX XXXXX XXXXX XXXXX XX XXXXX XXXXX XXXXX XXXXX XXXX XXXXX XXXXX
n = 5 n = 6 n = 7 n = 83. La suma de las raíes debe ser 30 y su produto k. Entones, para adadesomposiión de 30 omo suma de dos primos p y q, se tiene una soluión k = pq.Las desomposiiones válidas son 7+23 = 11+19 = 13+17, por lo tanto los valoresbusados de k son 7 · 23 = 161, 11 · 19 = 209 y 13 · 17 = 221.4. Traemos por B la paralela a AD hasta ortar en F a la prolongaión de DC.Los triángulos retángulos ABE y CBF son ongruentes por tener AB = BC y

∠ABE = ∠CBF , por lo tanto BF = BE = 5 y área(ABCD) = área(EBFD) =
25.
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bb

b

A

B

C

DE

F

5. a) Es razonable probar on el uadrado de un apiúa de tres ifras pequeñas(para evitar aarreos), así se obtienen 1012 = 10201, 1112 = 12321, 1212 = 14641,
2022 = 40804 y 2122 = 44944. Hay otro más difíil de hallar: 3072 = 94249.



2.5 Prueba de Quinto Año 35b) No hay. Un apiuadrado n de 4 ifras sería de la forma abba, es deir n =
1000a+100b+10b+a= 1001a+110b= 11(91a+10b). Por lo tanto sería múltiplode 11. Si n = k2, entones k debe ser múltiplo de 11. Si k = 11r entones n =
(11r)2 = 121r2. Para que el resultado sea de 4 ifras r debe ser al menos 3 y a losumo 9, pero ninguno de los números 121r2 on 3 ≤ r ≤ 9 (a saber 1089, 1936,3025, 4356, 5929, 7744 y 9801) es apiúa, por lo tanto la respuesta es hegativa.2.5. Prueba de Quinto AñoEl problema 1 de quinto año es el mismo problema 4 de terer año (ver pág.32). Los problemas 2 y 3 de quinto año son los mismos que los problemas 2 y 3 deuarto año (ver pág. 33). Los problema 4 y 5 se enunian a ontinuaión.Problema 4El hexágono ABCDEF está irunsripto a unairunferenia (es deir que todos sus lados sontangentes a la irunferenia). Si las longitudesde los lados AB, BC, CD, DE y EF son 4, 5,6, 7 y 8 respetivamente, ¾uál es la longitud dellado FA?
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Problema 5. Halle todos los números naturales n tales que la suma de todos susdivisores (inluidos 1 y el mismo n) sea igual a 156.2.5.1. SoluionesLa soluión del problema 1 se enuentra en la página 33. Las soluiones de losproblemas 2 y 3 se enuentran en la página 34.4. Como los segmentos de tangente desde un punto exterior a una irunfereniason iguales, se tiene AP = PB, BQ = QC, CR = RD, DS = SE, ET = TF Y
FU = UA. Entones AB − BC + CD −DE + EF − FA = 0, ya que en la sumaalternada ada segmento de tangente se anela on otro igual. Por lo tanto

FA = AB −BC + CD −DE + EF = 4− 5 + 6− 7 + 8 = 6.



36 Prueba Regional
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5. Si paqb · · · es la desomposiión en fatores primos de n entones la suma desus divisores es
(1 + p+ · · ·+ pa)(1 + q + · · ·+ qb) · · ·Los fatores (1+p+ · · ·+pa) que no superan 156 son: a) los de la forma (1+p) on

p < 156 primo, b) 1+ 2+22 = 7, 1+ 3+32 = 13, 1+ 5+52 = 31, 1+ 7+72 = 57,
1+11+112 = 133, ) 1+2+22+23 = 15, 1+3+32+33 = 40, 1+5+52+53 = 156,d) 1+2+22+23+24 = 31, 1+3+32+33+34 = 121, e) 1+2+22+23+24+25 = 63,f) 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + 25 + 26 = 127.Como 156 = 22 · 3 · 13 tenemos las siguientes posibilidades:

156 = 3 · 4 · 13 = (1+ 2)(1+ 3)(1+3+32), que no sirve pues se está repitiendoel 3.
156 = 3 · 52, 156 = 4 · 39, 156 = 6 · 26, que no sirven pues 52, 39 y 26 no estánen la lista.
156 = 12 · 13 = (1 + 11)(1 + 3 + 32), que nos da n = 11 · 32 = 99.
156 = 1 + 5 + 52 + 53, que nos da n = 53 = 125.Por lo tanto hay dos soluiones, 99 y 125.



Capítulo 3Prueba Final
La prueba �nal de la OJM 2011 se realizó en la Universidad Simón Bolívar,el sábado 11 de junio. La prueba onstó de uatro problemas, ada uno deellos valorado en una esala de 1 a 7. Los partiipantes dispusieron de tres horasy media para resolverlos.3.1. Prueba de Primer AñoProblema 1. Sea n un entero positivo y sea k el entero que resulta al borrar laifra de las unidades de n (por ejemplo, si n fuese 7492 entones k sería 749). Si
n− k = 2011, ¾uál es el valor de n?
Problema 2. En la �gura de la dereha
ABCD es un uadrado y P es un puntoexterior tal que AP = AC y ∠BCP =
17◦. Calule la medida del ángulo ∠BAP .

b b

bb

b

A B

CD

P

17◦?Problema 3. Se forma una larga lista de dígitos esribiendo los enteros del 1 al2011 uno a ontinuaión del otro:
12345678910111213 . . .200920102011.



38 Prueba Final¾Cuántas vees aparee la seuenia 12 en esa lista?Problema 4. En ierto pueblo, 2
3 del total de hombres están asados on 3

5del total de mujeres. Si nuna se asan on forasteros, ¾uál es la proporión depersonas solteras respeto a la poblaión total del pueblo?Nota: Lo que se pide es número de personas solterasnúmero total de personas .3.1.1. Soluiones1. Es laro que n debe ser un número de 4 ifras abcd y que a debe ser 2 (si
a = 3 entones abcd− abc ≥ 3000− 399 > 2011, y si a > 3 entones abcd− abc ≥
4000−999 > 2011). Ahora debe umplirse 2bcd−2bc = 2011, o bien bcd−2bc = 11,lo que se logra on b = 2, c = b+ 1 = 3 y d = c+ 1 = 4.1. (Soluión alternativa). Si la ifra de las unidades de n es x entones n = 10k+xy n − k = 9k + x = 2011. Como 2011 = 9 · 223 + 4, resulta x = 4 y k = 223. Porlo tanto n = 10 · 223 + 4 = 2234.2. ∠ACP = ∠ACB + ∠BCP = 45◦ + 17◦ = 62◦. Como ACP es isóseles,
∠APC = ∠ACP = 62◦ y ∠CAP = 180◦ − 2 · 62◦ = 56◦. Entones ∠BAP =
∠CAP − ∠CAB = 56◦ − 45◦ = 11◦.3. La seuenia 12 puede apareer omo los dos últimos dígitos de los enteros12, 112, 212,. . . , 912, 1012, 1112,. . . , 1912 (20 vees). También omo ifras de lasentenas y las deenas de los enteros 120, 121, . . . , 129 (10 vees) y de 1120, 1121,. . . , 1129 (10 vees). También omo ifra de las unidades de 1000 y ifra de lasentenas en los enteros 1200, 1201,. . . , 1299 (100 vees).Además puede apareer omo última ifra de un número y primera del siguiente,en los asos 1�2, 21�22, 201�202, 211�212, 221�222, 231�232, 241�242, 251�252,261�262, 271�272, 281�282, 291�292 y 2001�2002 (13 vees). En total la seuenia12 aparee 10 + 10 + 10 + 10 + 100 + 13 = 153 vees.4. Sean h el total de hombres, m el total de mujeres y n = h + m el totalde habitantes del pueblo. Las personas solteras son s = (1/3)h+ (2/5)m. Pero elnúmero de hombres asados debe ser igual al de mujeres asadas, es deir (2/3)h =
(3/5)m, de donde h = (9/10)m. Por lo tanto la proporión pedida es

s

n
=

1
3h+ 2

5m

h+m
==

3
10m+ 2

5m
9
10m+m

=
7
10
19
10

=
7

19
.



3.2 Prueba de Segundo Año 393.2. Prueba de Segundo AñoLos problemas 2, 3 y 4 de segundo año son los mismos que los de primer año(ver pág. 37). Las pruebas sólo se diferenian en el problema 1.Problema 1. En la suma que se ve a la dereha las letras
A, B y C representan dígitos diferentes no nulos. ¾Cuáles el valor de ada una de ellas? ABC

+ ABC
BBA3.2.1. SoluionesLas soluiones de los problemas 2, 3 y 3 se enuentran a partir de la página 38.1. Al sumar la olumna de la dereha nos debemos llevar una, de lo ontrario elúnio valor posible para B sería 0. Si llevamos una entones B = 9 y A+A+1 =

B = 9, de donde A = 4. Finalmente de C + C = 14 se sigue C = 7.3.3. Prueba de Terer AñoProblema 1. Halle todos los números formados por los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 y 9, en algún orden, tales que el número formado por los dos primeros dígitos(de izquierda a dereha) es divisible entre 2, el formado por el segundo y el tererdígitos es divisible entre 3, y así suesivamente hasta que el formado por el otavoy el noveno dígitos es divisible entre 9.Problema 2. El promedio de bateo de un beisbolista se alula omo el númerode hits obtenidos dividido entre el número de turnos al bate y multipliado por1000. Por ejemplo, si en 10 turnos bateó 3 hits, el promedio de bateo es 300.Supongamos que en ierto momento de la temporada el promedio de un beisbolistaes menor que 250 pero que más adelante es mayor que 250, ¾puede a�rmarse queen algún momento fue exatamente 250? Y a la inversa, si en ierto momentoel promedio es mayor que 250 y más adelante es menor que 250, ¾fue en algúnmomento exatamente 250?Problema 3. Una barra de hoolate tiene forma deuadríula de 4 × 7, on un uadrito en una esquinamarado on X. Andrés y Berta juegan de la siguientemanera: ada uno en su turno, omenzando por An-drés, debe partir la barra en dos por una de las líneasretas de la uadríula, omerse el trozo que no on-tiene a la X y pasarle lo que queda al otro jugador. X



40 Prueba FinalEl que no pueda partir la barra (lo que ourrirá uando reiba solamente unuadrito) pierde el juego. Determine si alguno de los dos jugadores tiene unaestrategia ganadora, y explique uál es.Nota: una estrategia ganadora es un método de juego que asegura la vitoria delque lo aplia, juegue lo que juegue su adversario.Problema 4. Sean ABCD un retángulo, E el punto medio del lado CD, F y Gpuntos en el lado AB tales que AF = FG = GB, H y K los puntos de interseiónde la diagonal AC on EF y EG, respetivamente. (a) Calule HC

AH
y AK

KC
.(b) Calule HK

AC
. () Calule área del triángulo EHKárea del retángulo ABCD

.3.3.1. Soluiones1. Sea abcdefghi el número. Para que de sea divisible entre 5, el quinto dígito esólo puede ser 5. Ahora para que 5f sea divisible entre 6, f debe ser 4; para que
4g sea divisible entre 7, g debe ser 9; para que 9h sea divisible entre 8, h debe ser6 y para que 6i sea divisible entre 9, i debe ser 3. Para los primeros uatro dígitosquedan 1, 2, 7 y 8. Para que cd sea divisible entre 4 debe ser d = 2, ya que ni18 ni 78 son divisibles entre 4. Entones b debe ser el par que nos queda, es deir8. Ahora quedan dos posibilidades para aomodar el 1 y el 7, que dan lugar a losnúmeros 187254963 y 781254963. Ambos umplen las ondiiones y son las úniassoluiones.2. Si en su primer turno no hae hit su promedio es 0, y si en el segundo turnobatea un hit su promedio sube a 500, por lo tanto puede pasar de ser menorde 250 a ser mayor de 250 sin tomar el valor 250. A la inversa la situaión esdiferente. Supongamos que el promedio pasa de ser mayor a ser menor que 250.Si en el último turno en que era mayor de 250 el jugador había bateado h hitsen n turnos, entones 1000h/n > 250, o 4h > n. En el turno siguiente no puedehaber bateado hit pues en ese aso su promedio no disminuiría, ya que pasaría aser 1000(h+ 1)/(n+ 1) y (h+ 1)/(n+ 1)− h/n = (n− h)/(n(n+ 1)) ≥ 0. Pero sino batea hit su promedio pasa a ser 1000h/(n+1) ≤ 250. Es deir que 4h ≤ n+1.Entones n < 4h ≤ n + 1 y omo h y n son enteros debe ser 4h = n + 1 y elpromedio llega a ser exatamente 250.3. Andrés tiene una estrategia ganadora, que onsiste en partir la barra dejándolesiempre un uadrado a Berta. En su primera jugada le dejará un uadrado de
4 × 4. En lo suesivo, si Berta reibe un uadrado de k × k on k > 1, deberápartirlo dejando un retángulo de k×h, on h < k, el ual Andrés partirá dejandoun uadrado de h × h. Así eventualmente Berta reibirá un uadrado de 1 × 1 yperderá. 3. (Soluión alternativa).



3.3 Prueba de Terer Año 414.
b b

bb b

b b

b

b

A B

CD E

F G

H
K

(a) Como los triángulos HAF y HCE son semejantes, se tiene
HC

AH
=

EC

AF
=

1
2AB
1
3AB

=
3

2
.Análogamente, omo los triángulos KAG y KCE son semejantes, se tiene

AK

KC
=

AG

EC
=

2
3AB
1
2AB

=
4

3
.(b) De (a) se sigue que AC

AH
=

AH +HC

AH
= 1 +

3

2
=

5

2
.Análogamente AC

KC
=

AK +KC

KC
= 1 +

4

3
=

7

3
.Por lo tanto AH

AC
=

2

5
y KC

AC
=

3

7
, de donde

HK

AC
= 1− 2

5
− 3

7
=

6

35
.)

[EHK] =
6

35
[EAC] =

6

35
· 1
2
[DAC] =

6

35
· 1
2
· 1
2
[ABCD],es deir

[EHK]

[ABCD]
=

3

70
.



42 Prueba Final3.4. Prueba de Cuarto AñoEl problema 1 de uarto año es igual al de terer año (ver pág. 39).Problema 2. En la �gura de ladereha ABCDE es un pentágonoregular y ABFGHIJKLM es undeágono regular.(a) Pruebe que D es el entro deldeágono,(b) Calule la medida del ángulo
∠DIG.

?
b b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

b

A B

C

D

E

F

G

H

IJ

K

L

MProblema 3. Cada entero positivo (1, 2, 3. . . ) se pinta de amarillo, azul o rojo,de modo que haya al menos un número de ada olor. ¾Es posible haer esto demanera que, para ada par de números de diferente olor, su suma sea del olordiferente al de ambos sumandos?Problema 4. Cada uno de los miembros de la familia de Luis tomó afé onlehe en el desayuno. Todos tomaron igual antidad, aunque la proporión de aféy lehe variaba en ada taza. Si Luis tomó un uarto del total de la lehe y unsexto del total del afé,(a) ¾Cuántos miembros hay en la familia de Luis?(b) ¾En promedio, uál era el porentaje de lehe en el afé on lehe?3.4.1. SoluionesLa soluión del problema 1 se enuentran a partir de la página 40.2. (a) El entroQ del pentágonoABCDE es el entro de la irunferenia iruns-ripta al pentágono, por tanto ∠AQD = 360◦/5 = 72◦. Como un ángulo insriptoes la mitad del entral, se tiene ∠ADB = 1
2∠AQD = 72◦/2 = 36◦ (esto se puedeprobar de muhas maneras, algo más largas que la anterior, por ejemplo: omo

AED es isóseles y ∠AED = 108◦ resulta ∠EDA = ∠EAD = (180◦ − 108◦)/2 =
36◦; análogamente∠BDC = 36◦ y entones ∠ADB = ∠EDC−∠EDA−∠BDC =
108◦ − 36◦ − 36◦ = 36◦).Ahora bien, DA = DB (esto se sigue de la simetría del pentágono regular, odel heho de que los triángulos DAE y DBC son obviamente ongruentes). Por lo



3.4 Prueba de Cuarto Año 43tanto D está en la mediatriz de AB, igual que el entro O del deágono. Además
∠AOB = 360◦/10 = 36◦ = ∠ADB, por lo tanto O = D.(b)Como GDI es isóseles y ∠GDI = ∠GDH+∠HDI = 36◦+36◦ = 72◦, resulta
∠DIG = ∠DGI = (180◦ − 72◦)/2 = 54◦.3. No es posible. Supongamos por absurdo que fuera posible. Entones, dada unaoloraión que umpla la ondiión, onsideremos dos asos:(1) Que 1 y 2 sean de distinto olor, digamos 1 amarillo y 2 azul. Entones 3 = 1+2debería ser rojo y 4 = 1 + 3 debería ser azul. Pero ahora 5, por ser 1 + 4 deberíaser rojo, mientras que por ser 2 + 3 debería ser amarillo, absurdo.(2) Que 1 y 2 sean del mismo olor, digamos amarillo. Sea n un entero de otroolor, digamos azul. Entones tanto n+1 omo n+2 deberían ser rojos. Pero porser n+ 2 = (n+ 1) + 1 (rojo más amarillo) debería ser azul, absurdo.3. (Soluión alternativa). No es posible. Supongamos por absurdo que fuese posibley sea n un entero de olor diferente al del 1. Digamos que 1 es de olor A yque n es de olor B. Entones n + 1 debe ser del terer olor, digamos C. Ahora
n+2 = (n+1)+1 debe ser de olor B, n+3 = (n+2)+1 debe ser C, n+4 = (n+3)+1debe ser B y así suesivamente, es deir que a partir de n los olores B y Cse alternan. Pero entones 2n + 1 sería de olor B o C, mientras que, por ser
2n+ 1 = n+ (n+ 1) (suma de un B y un C) debería ser A.4.
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(a) Como los triángulos HAF y HCE son semejantes, se tiene
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=
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1
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.Análogamente, omo los triángulos KAG y KCE son semejantes, se tiene
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.



44 Prueba Final(b) De (a) se sigue que AC

AH
=

AH +HC

AH
= 1 +

3

2
=
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2
.Análogamente AC

KC
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AK +KC

KC
= 1 +
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3
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.Por lo tanto AH
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=
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=
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70
.3.5. Prueba de Quinto AñoLos problemas 2, 3 y 4 de quinto año son los mismos que los de uarto año (verpág. 42). Las pruebas sólo se diferenian en el problema 1.Problema 1. Halle todos los primos p ≥ 2 tales que 11p− 8 es un ubo perfeto.3.5.1. SoluionesLas soluiones de los problemas 2, 3 y 4 se enuentran a partir de la página 42.1. Si 11p− 8 = x3 entones 11p = x3 + 8 = (x+ 2)(x2 − 2x+ 4). Como p = 2 noes soluión, busamos p ≥ 3 on lo ual x3 ≥ 11 · 3− 8 = 25 y x ≥ 3. Por lo tanto

x2 − 2x+ 4 = x(x − 2) + 4 ≥ x+ 4 > x+ 2 y hay que onsiderar dos asos:a) x + 2 = p y x2 − 2x + 4 = 11. Esto no es posible pues x2 − 2x − 7 = 0 notiene raíes enteras, o bien porque 5 ≤ x + 2 = p < 11 sólo deja para p dosposibilidades, 5 y 7, y ni 11 · 5− 8 = 47 ni 11 · 7− 8 = 69 son ubos perfetos.b) x+ 2 = 11 y x2 − 2x+ 4 = p. En este aso x = 9 y omo 92 − 2 · 9 + 4 = 67 esprimo, p = 67 es la únia soluión.



Capítulo 4Olimpiada de Mayo
La Olimpiada de Mayo es una ompetenia matemátia internaional oordina-da por la Olimpiada Matemátia Argentina (OMA). Consiste en una pruebaesrita de 3 horas de duraión y onsta de dos niveles: el primer nivel es parajóvenes que no hayan umplido 13 años hasta el 31 de diiembre del año anteriora la prueba; el segundo nivel es para jóvenes que no hayan umplido 15 años hastael 31 de Diiembre del año anterior a la prueba. Cada país partiipante tiene unomité que ali�a las pruebas de auerdo a un patrón omún de orreión. Unavez ali�adas se eligen las 10 mejores de ada nivel y se envían los resultadosa Argentina, junto a las pruebas que ouparon los lugares 1o, 3o y 7o en adanivel. De esta manera el país organizador tiene una muestra que le permite validarla orreión heha en ada país y rati�ar las mismas, para luego proeder a lapremiaión.4.1. Problemas del Primer NivelProblema 1. Las 4 palabras odi�adas

⋄ ∗ ⊗ ⊕# • ∗ ⋄ • ⊗ ⋆⊕son en algún orden AMO SUR REO MAS.Desifrar ⊗ ⋆ ⋄ ∗ ⊕# ⋄ •⊗.Problema 2. Utilizando una sola vez ada uno de los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y 8 se esriben el uadrado y el ubo de un número entero positivo. Determinaruánto puede valer diho número.



46 Olimpiada de MayoProblema 3. En el retángulo ABCD, BC = 5, EC =
1

3
CD y F es el puntodonde se ortan AE y BD. El triángulo DFE tiene área 12 y el triángulo ABFtiene área 27. Hallar el área del uadrilátero BCEF .

b b

bb b

b

A B

CD E

F

Problema 4. Utilizando varios ubitos blanos de arista 1 Guille arma un ubogrande. Luego elige 4 aras del ubo grande y las pinta de rojo. Finalmente desarmael ubo grande y observa que los ubitos on al menos una ara pintada de rojo son431. Hallar la antidad de ubitos que utilizó para armar el ubo grande. Analizartodas las posibilidades.Problema 5. Consideramos todos los números enteros positivos de 14 dígitos,divisibles por 18, uyos dígitos son exlusivamente 1 y 2, pero no hay dígitos 2onseutivos. ¾Cuántos de estos números hay?4.2. Soluiones del Primer Nivel1. Hay sólo dos palabras que terminan on la misma letra, AMO y REO, ytambién dos que terminan on •. Entones • = O.Hay oinidenia en primera y segunda letra, exepto el orden, en ⋄ y ∗, y enAMO y MAS, de modo que ⋄ y ∗ son, en algún orden, A y M. Como • = O,AMO=∗ ⋄ •, de donde A=∗ y M=⋄.Hay oinidenia de primera y terera letra en ⊗ y ⊕, y en SUR y MAS, y enSUR y REO. Como O=•, entones REO=⊕#• on ⊕ = R, # = E y MAS=⋄ ∗⊗,o sea que ⊗ = S.Finalmente, ⋆ = U, pues SUR=⊗ ⋆⊕. Entones A=∗, E= #, M=⋄, O=•, R=
⊕, S=⊗, U=⋆ y la palabra es SUMAREMOS.2. Sean los números esritos A = n2 y B = n3, donde n es un entero positivo.Entones n > 20, pues en aso ontrario A y B en onjunto tienen menos de 8dígitos (202 = 400, 203 = 8000, en total 7 dígitos). También n < 32, pues 322= 1024 y 323 = 32768 tienen en total 9 dígitos. El dígito de las unidades de nno puede ser 1, 5 ó 6, pues A = n2 y B = n3 terminarían los dos on el mismodígito. Además el último dígito de n no es 3 ó 7, pues en aso ontrario A = n2terminaría en 9. Por lo tanto, el último dígito de n es 2, 4 u 8, es deir, n = 22, 24



4.2 Soluiones del Primer Nivel 47ó 28. Si n = 22, entones A = 484 y B = 10648, y hay dígitos repetidos. Si n = 24,entones A = 576 y B = 13824. Si n = 28, entones A = 784 y B = 21952, perono se puede usar el dígito 9. En onlusión, la únia posibilidad es n = 24.3. Llamemos a = EC y x el área del triángulo DAF . Entonesárea(DAE) = área(DAF ) + área(DFE) = x÷ 12 =
DE ·DA

2
=

2a · 5
2

,área(DAB) = área(DAF ) + área(ABF ) = x÷ 27 =
DA ·AB

2
=

3a · 5
2

.Luego, x + 12 = 5a, x + 27 =
15 · a
2

, por lo que x = 18 y a = 6. Es deir queárea(DAF ) = 18 y AB = DC = 3a = 18. Por lo tanto,área(BCEF ) = área(ABCD)− área(DFE)− área(DAF ) − área(ABF )

= 18 · 5− 12− 18− 27 = 33.Soluión alternativa: Si h y H son las alturas de los triángulos DFE y AFBdesde el vértie F resulta que h+H = 5. Luegoárea(DFE) =
2a · h
2

= 12, de donde ah = 12,área(AFB) =
3a ·H

2
= 27, de donde aH = 18, y tenemos ah

aH
= 12

18 = 2
3 .Como h+H = 5 resulta h = 2, H = 3 y a = 6. Entones AB = 3 · 6 = 18. Por lotanto área(BCEF ) = área(ABCD) − área(AED) − área(AFB)

= 5 · 18− 5 · 12
2

− 18 · 3
2

= 33.Nota. Si se resuelve usando semejanza, el problema tiene un dato que sobra.4. Sea a la antidad de ubitos de ada arista del ubo grande. Tenemos dos asos.Si deja sin pintar dos aras opuestas y pinta las otras uatro aras habrá pintado
P = 4a(a− 1) ubitos. Como este número es par, no hay soluión.Si deja sin pintar dos aras on una arista omún y pinta las otras 4 arashabrá pintado P = a2 + 2a(a − 1) + (a − 1)(a − 2) = 4a2 − 5a + 2. Si P = 431,entones 4a2 − 5a+ 2 = 431, o sea, 4a2 − 5a− 429 = 0, y tenemos a = 11.Si a = 11, entones a3 = 113 = 1331 es la antidad de ubitos usados.5. Si N es uno de estos números, entones N es divisible por 9, de modo que sitiene x dígitos 2 y 14−x dígitos 1, la suma de los dígitos es 2 ·x+1(14−x) = 14+x



48 Olimpiada de Mayoque debe ser divisible por 9. En onseuenia x tiene resto 4 en la división por 9,es deir, x = 4, 13, . . . Pero es imposible que sea x ≥ 13 pues en tal aso el número
N de 14 dígitos tendría dígitos 2 onseutivos. Luego x = 4, o sea que N tiene 4dígitos 2 y 10 dígitos 1.Además, N es par, entones su último dígito es 2. El siguiente dígito, haia laizquierda, es 1, pues no hay 2 onseutivos. Luego debemos hallar uántos son losnúmeros de 12 dígitos que usan 9 dígitos 1 y 3 dígitos 2, en los que no hay dígitos2 onseutivos.La antidad total de números de 12 dígitos on 9 dígitos 1 y 3 dígitos 2 es igualal número de formas de elegir 3 posiiones para los dígitos 2 entre 12 posibles, esdeir, 12 · 11 · 10

1 · 2 · 3 = 220. De éstas, primero restamos los 10 asos en los que los tres2 oupan posiiones onseutivas. Queda por ontar las opiones on exatamentedos 2 onseutivos, y también restarlos de 220. Si el par de 2 onseutivos está enlas posiiones 1, 2 ó 11, 12, hay 9 posibilidades para el terer 2. Si tal par está enualquier otra posiión, de las uales hay 9, el terer 2 se puede elegir de 8 maneras.De modo que hay 2 · 9 + 9 · 8 = 90 números on exatamente dos 2 onseutivos.Por lo tanto, el número que busamos es 220− 10− 90 = 120.4.3. Problemas del Segundo NivelProblema 1. Hallar un número entero positivo x tal que la suma de los dígitosde x sea mayor que 2011 vees la suma de los dígitos del número 3x(3 por x).Problema 2. Deimos que un número de uatro dígitos abcd(a 6= 0) es porá si seumplen las siguientes ondiiones:
a ≥ b;
ab− cd = cd− ba.Por ejemplo, 2011 es porá porque 20− 11 = 11− 02.Hallar todos los números porá.Problema 3. En un triángulo retángulo ABC tal que AB = AC,M es el puntomedio de BC. Sea P un punto de la mediatriz de AC que pertenee al semiplanodeterminado por BC que no ontiene a A. Las retas CP y AM se ortan en Q.Calular el ángulo que forman AP y BQ.Problema 4. Dados n puntos en una irunferenia se esribe al lado de uno deellos un 1 y al lado de ada uno de los otros un 0. La operaión permitida onsisteen elegir un punto que tenga un 1 y ambiar el número de ese punto y también losnúmeros de sus dos veinos, el de la izquierda y el de la dereha (donde hay 1 seesribe 0 y donde hay 0 se esribe 1).



4.4 Soluiones del Segundo Nivel 49a) Si n = 101, mostrar que se puede lograr, mediante una suesión de opera-iones permitidas, que ada uno de los n puntos tenga esrito un 0.b) Si n = 102, demostrar que es imposible lograr todos 0.Problema 5. Determinar para qué números naturales n es posi-ble ubrir ompletamente un tablero de n×n, dividido en asillasde 1 × 1, on piezas omo la de la �gura, sin hueos ni super-posiiones y sin salirse del tablero. Cada una de las piezas ubreexatamente seis asillas.Nota: Las piezas se pueden girar.4.4. Soluiones del Segundo Nivel1. Si x =
10n − 1

3
+ 1 = 33 . . . 3| {z }

n−1 vees4,entones
3x = 10n − 1 + 3 = 10n + 2 = 100 . . .0| {z }

n−1 vees0.La suma de los dígitos de x es 3n + 1, y la suma de los dígitos de 3x es 3,ualquiera sea el valor de n. Para resolver nuestro problema, basta tomar n = 2011.Nota. La suma de las ifras de 3x debe ser pequeña y múltiplo de 3. Otrasposibilidades son
3x = 1 00 . . .0| {z }

n

11 x = 33 . . .3| {z }
n+1

7

3x = 2 00 . . .0| {z }
n

1 x = 66 . . . 6| {z }
n

72. Partimos de la segunda ondiión, ab− cd = cd− ba, luego 2cd = ab+ ba, estoes, 2cd = 10a+ b+ 10b+ a, 2cdd = 11(a+ b), donde a, b son dígitos.Por lo tanto tenemos que 11|2cd. Dado que mcd(2, 11) = 1, 11|cd.Para cd hay 10 posibilidades, cd = 00, 11, 22, . . . , 99.Si cd = 00 ⇒ a+ b = 0 ⇒ a = 0.Si cd = 11 ⇒ a+ b = 2 ⇒ ab = 11 ó 20.Si cd = 22 ⇒ a+ b = 4 ⇒ ab = 40, 31 ó 22.Si cd = 33 ⇒ a+ b = 6 ⇒ ab = 60, 51, 42 ó 33.Si cd = 44 ⇒ a+ b = 8 ⇒ ab = 80, 71, 62, 53 ó 44.Si cd = 55 ⇒ a+ b = 10 ⇒ ab = 91, 82, 73, 64 ó 55.Si cd = 66 ⇒ a+ b = 12 ⇒ ab = 93, 84, 75 ó 66.Si cd = 77 ⇒ a+ b = 14 ⇒ ab = 95, 86 ó 77.Si cd = 88 ⇒ a+ b = 16 ⇒ ab = 97 u 88.Si cd = 99 ⇒ a+ b = 18 ⇒ ab = 99.



50 Olimpiada de MayoConjunto soluión: {1111, 2011, 4022, 3122, 2222, 6033, 3333, 5133, 4233, 8044,7144, 6244, 5344, 4444, 9155, 8255, 7355, 6455, 5555, 9366, 8466, 7566, 6666, 9577,8677, 7777, 9788, 8888, 9999}.3. Como M es el punto medio de la hipotenusa del triángulo isóseles ABC, setiene que AM es la mediatriz de BC. Dado que Q pertenee a AM,BQ = CQ, dedonde el triángulo BQC es isóseles on ∠QBC = ∠QCB = β.Los triángulos APM y CPM son iguales (AP = CP y AM = CM pues P y
M perteneen a la mediatriz de AC y PM es omún), luego ∠PAM = ∠PCM =
∠QCB = β.Además, en el triángulo retángulo BQM,∠BQM = 90◦ − β.Sea R el punto de interseión de las retas BQ y AP (*). En el triángulo ARQtenemos

∠ARQ = 180◦ − ∠RAQ− ∠RQA = 180◦ − β − (90◦ − β) = 90◦.Otra soluión desde (*): Si S es el punto de interseión de BC y AP, lostriángulos BSR y ASM son semejantes (∠RBS = ∠MAS = β y los ángulos en
S son opuestos por el vértie) de donde

∠BRS = ∠BRA = ∠AMS = 90◦.Otra soluión desde (*): El uadrilátero ABRM es ílio pues ∠RBM =
∠RAM = β, de donde ∠BRA = ∠BMA = 90◦.4. a) La primera operaión es obligada, 0100 . . . → 10100 . . . A partir de entones,elegimos el último 1 y queda 0111 . . .10100 . . .0 → 0111 . . .11010 . . .0, donde seçorrió� a la dereha el último 1 y disminuyó en uno la antidad �nal de eros.Repetimos hasta tener todos 1 y un 0: 11 . . .1011. Si ahora elegimos B queda
11 . . .1100, o sea 99 unos onseutivos y dos eros. Los 99 unos los ponemos engrupos de 3 onseutivos, 111, y operamos sobre el entral. Con esto se umple elobjetivo de llevar los 99 unos a eros.b) Supongamos que es posible obtener todos 0. Sea ai el número de vees quese hae la operaión on entro en Ai. Agrupamos

(A1A2A3)(A4A5A6) . . . (A100A101A102).
a1+a2+a3 es par, pues es el número de vees que ambia A2, que iniialmentees 0. Lo mismo ourre on a4 + a5 + a6, a7 + a8 + a9, et. Entones S = 1a +

a2 + . . . + a102 es suma de pares, luego es par. Por otra parte, si agrupamos
(A102A1A2)(A3A4A5) . . . , todo es omo antes, exepto a102 + a1 + a2 que uentael número de ambios de A1, que omo es iniialmente 1 debe ambiar un númeroimpar de vees para terminar en 0. Luego a102 + a1 + a2 + . . .+ a101 es impar (unimpar más todos pares). Contradiión.5. El número de asillas del tablero es n2, el ual tiene que ser múltiplo de 6. Estoimplia que n también debe ser múltiplo de 6, digamos n = 6k.Supongamos que k es impar. Pintemos las asillas de lugar impar, en las �lasimpares (en la �gura siguiente se muestra el aso k = 1). Luego, ada pieza ubiadasobre el tablero ubre exatamente una o tres asillas pintadas.
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Sea p el número de piezas que ubren exatamente una asilla pintada y sea qel número de piezas que ubren exatamente tres asillas pintadas. Si el tablero sepudiera ubrir ompletamente on las piezas, entones

p+ q =
(6k)2

6
= 6k2.Como todas las asillas pintadas también serán ubiertas, entones

p+ 3q =

�
6k

2

�2

= 9k2.Resolviendo el sistema resulta q =
3k2

2
que no es un número entero puesto que kes impar.Si k es par, resulta que n es múltiplo de 12. Con las piezas se puede ubrir unuadrado de lado 12 de la siguiente forma:

Luego, para todo n múltiplo de 12, será posible ubrir el tablero on estas piezas.
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Capítulo 5Olimpiada Matemátia deCentroaméria y el Caribe
La XIII Olimpiada Matemátia de Centroaméria y el Caribe tuvo lugar en Co-lima, Méxio, desde el 21 de mayo hasta el 1o de junio de 2011. En la mismapartiiparon doe países: Colombia, Costa Ria, El Salvador, Guatemala, Hondu-ras, Jamaia, Méxio, Niaragua, Panamá, Puerto Rio, Repúblia Dominiana yVenezuela.Venezuela partiipó on una delegaión integrada por los estudiantes EvelinHernao (Colegio Altamira, Maraaibo), Rubmary Rojas (Colegio Divina Pastora,Barquisimeto) y Sergio Villaroel (Colegio San Lázaro, Cumaná). El Jefe de ladelegaión fué José Heber Nieto y la tutora Carmela Aevedo. Rubmary Rojasobtuvo una medalla de plata y Sergio Villaroel una medalla de brone.5.1. ProblemasPrimer DíaProblema 1. En ada uno de los vérties de un ubo hay una mosa. Al sonarun silbato, ada una de las mosas vuela a alguno de los vérties del ubo situadoen una misma ara que el vértie de donde partió, pero diagonalmente opuesto aéste. Al sonar el silbato, ¾de uántas maneras pueden volar las mosas de modoque en ningún vértie queden dos o más mosas?Problema 2. Sean ABC un triángulo esaleno, D el pie de la altura desde A, Ela interseión del lado AC on la bisetriz del ∠ABC, y F un punto sobre el lado
AB. Sea O el irunentro del triángulo ABC y sean X , Y , Z los puntos dondese ortan las retas AD on BE, BE on CF , CF on AD, respetivamente. Si
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XY Z es un triángulo equilátero, demuestra que uno de los triángulos OXY , OY Z,
OZX es un triángulo equilátero.Problema 3. Apliar un desliz a un entero n ≥ 2 signi�a tomar ualquier primo
p que divida a n y reemplazar n por n+p2

p
. Se omienza on un entero ualquieramayor o igual a 5 y se le aplia un desliz. Al número así obtenido se le apliaun desliz, y así suesivamente se siguen apliando deslies. Demuestra que, sinimportar los deslies apliados, en algón momento se obtiene el número 5.Segundo DíaProblema 4. Enuentra todos los enteros positivos p, q y r, on p y q númerosprimos, que satisfaen la igualdad

1

p+ 1
+

1

q + 1
− 1

(p+ 1)(q + 1)
=

1

r
.Problema 5. Los números reales positivos x, y, z son tales que

x+
y

z
= y +

z

x
= z +

x

y
= 2.Determine todos los valores posibles de x+ y + z.Problema 6. Sea ABC un triángulo autángulo y sean D, E y F los pies de lasalturas desde A, B y C, respetivamente. Sean Y y Z los pies de las perpendiularesdesde B y C sobre FD y DE, respetivamente. Sea F1 la re�exión de F onrespeto a E y sea E1 la re�exión de E on respeto a F . Si 3EF = FD +DE,demuestre que ∠BZF1 = ∠CY E1.Nota: La re�exión de un punto P respeto a un punto Q es el punto P1 ubiadosobre la reta PQ tal que Q queda entre P y P1, y PQ = QP1.5.2. Soluiones1. (Soluión de Rubmary Rojas). A ada vértie del ubo se le asigna una letrade la A a la F , y se pintan de dos olores (digamos blano y negro) de modo quedos vérties tengan el mismo olor si y sólo si perteneen a una misma ara y sondiagonalmente opuestos. Así resulta el siguiente dibujo, donde A, D, E y H sonblanos y B, C, F y G son negros. Una mosa sólo puede volar de un vértie aotro del mismo olor.
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bc

bc

bc

bc

b

b

b

b

E F

H
G

C
D

BA

Ahora ontaremos las formas de volar las mosas ubiadas en vérties blanos,onsiderando varios asos.Caso 1: Dos mosas interambian posiiones. Supongamos que la mosa en Avuela a D y la de D vuela a A. Luego la mosa en E sólo puede volar a H y lade H a D. Entones, para este aso, basta ontar el número de formas en que sepuede dividir un onjunto de 4 elementos en dos pares, que son tres, a saber ennuestro aso {A,D} y {E,H}, {A,E} y {D,H}, {A,H} y {D,E}.Caso 2: Ningún par de mosas interambian posiiones. La mosa en A puedevolar a 3 vérties diferentes: D, H y E. Supongamos sin pérdida de generalidadque vuela al vértie D. Entones la del vértie D vuela a E o H . Si vuela a E,la de E debe volar al vértie H (ya que si vuela a A la de H no tendría a dondevolar) y la de H debe volar al vértie A. Análogamente si la mosa del vértie Dvuela a H la de H debe volar a E y la de E a A. Es deir que para ada uno delos tres vérties adonde puede volar la mosa de A hay dos formas de ompletarel vuelo de las otras tres, para un total de 6 formas que se pueden observar en elsiguiente diagrama:
A

D

E

H

E

H

D

H

D

E

H

E

H

D

E

D

A

A

A

A

A

AComo para el aso 1 hay 3 formas y para el aso 2 hay 6 formas, las mosasubiadas en vérties blanos pueden volar de 9 formas distintas. Análogamente las



56 Olimpiada Matemátia de Centroaméria y el Caribemosas ubiadas en vérties negros pueden volar de 9 formas distintas, y esto nosda un total de 9× 9 = 81 formas diferentes.2. Por hipótesis el triángulo XY Z es equilátero, de donde ∠Y XZ = 60◦ y portanto ∠BXD = ∠Y XZ = 60◦. Como D es el pie de la altura por A se sigue que
∠XDB = 90◦ y por tanto ∠DBX = 90◦ −∠BXD = 90◦ − 60◦ = 30◦. Como BEes la bisetriz del ∠ABC entones ∠XBA = ∠CBY = 30◦. Luego en el triánguloretángulo ABD se tiene que ∠ABD = 60◦ y entones ∠DAB = 30◦. Sean L y
M los puntos medios de AB y BC, respetivamente y O el irunentro de ABC.

b

b bb

b

b

b

b

b

b

b

b

A

B CD

E

M

L

O

X
F

Y Z

Dado que ∠XBA = 30◦ y ∠XAB = ∠DAB = 30◦, se sigue que el triángulo AXBes isóseles on AX = XB. Por lo tanto la mediatriz de AB pasa por L y por X .Análogamente por simetría (note que ∠FY B = 60◦, por lo que CF es tambiénaltura), se sigue que el triángulo BY C es isóseles on BY = Y C y por lo tanto lamediatriz de BC pasa por M y por Y . Finalmente, MY es paralela a AD y LX esparalela a CF . Por lo tanto ∠XYO = ∠BYM = 60◦ y ∠OXY = ∠LXB = 60◦.En onseuenia el triángulo XYO es equilátero.3. La demostraión se hará por induión fuerte. Denotaremos un desliz onuna �eha. El únio desliz posible para el 5 es, 5 → (5 + 52)/5 = 6. Para 6hay dos posibles deslies iniiales on p = 2 ó 3, pero ambos lo llevan a 5, yaque (6 + 22)/2 = (6 + 32)/3 = 5. Luego 5 → 6 → 5. Esto es la base de lainduión. Observemos que en general para un primo p, el únio desliz posible es
p → (p+p2)/p = p+1. Supongamos que para los números enteros k on 6 ≤ k < n,



5.2 Soluiones 57hay una serie de deslies tales que en algún momento se ae en 5. Si n es ompuesto,digamos n = pm on p primo, y haemos el desliz n → (pm + p2)/p, se obtiene
m + p. A�rmamos que m + p ≤ n − 2. Si no es así, es porque m + p ≥ mp − 1,luego (p− 1)(m− 1) ≤ 2. Pero omo m ≥ 2 y p ≥ 2, las únias soluiones enteras
(p,m) que tiene esta desigualdad son (3, 2), (2, 2), (2, 3). Pero entones n sería 6,4 ó 6, respetivamente, lo ual no es posible pues n > k ≥ 6. Además, m+ p ≥ 5.Así, si n > 6 es un entero ompuesto, un desliz lo lleva a un número al menos dosunidades menor, pero mayor o igual a 5. Por hipótesis indutiva, a partir de aquídebe llegar a 5.Finalmente, si n es primo, entones tras un desliz se transforma en n+ 1, queno es primo. Por el aso anterior, en el siguiente paso se transforma en un númeromenor o igual a (n+1)−2 = n−1 y mayor o igual a 5. Así, por hipótesis indutiva,a partir de aquí debe llegar a 5.4. (Soluión de Sergio Villaroel).La igualdad se puede esribir omo

p+ q + 1

(p+ 1)(q + 1)
=

1

r
,o bien r(p+ q + 1) = (p+ 1)(q + 1). Desarrollando y reagrupando queda

(r − 1)(p+ q + 1) = pq.Como p y q son primos debe darse alguno de los siguientes asos:(1) r − 1 = p y p+ q + 1 = q, (2) r − 1 = q y p+ q + 1 = p,(3) r − 1 = pq y p+ q + 1 = 1, (4) r − 1 = 1 y p+ q + 1 = pq.Pero p + q + 1 es mayor que p, que q y que 1, por lo tanto (1), (2) y (3) no sonposibles y sólo puede darse (4). Es deir que r = 2 y p+ q+1 = pq. Pero entones
(p− 1)(q − 1) = pq − p− q + 1 = 2, lo que sólo puede ourrir si p = 2 y q = 3 o si
p = 3 y q = 2. Por lo tanto las soluiones son: p = 2, q = 3, r = 2 y p = 3, q = 2,
r = 2.5. Las euaiones x+ y

z
= 2, y + z

x
= 2, z + x

y
= 2 implian que

zx+ y = 2z, xy + z = 2x, yz + x = 2yy que
xyz + y2 = 2yz, xyz + z2 = 2zx, xyz + x2 = 2xy.Por lo que

xy + yz + zx = x+ y + z (1)y
3xyz + (x2 + y2 + z2) = 2(xy + yz + zx). (2)
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1 =

y

z

z

x

x

y
= (2− x)(2− y)(2− z) = 8− 4(x+ y+ z)+ 2(xy+ yz+ zx)−xyz. (3)Si haemos a = x+ y + z, tenemos por (1) que xy + yz + zx = a y también
x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx) = a2 − 2a.Ahora de (2) se tiene que 3xyz = −a2 + 4a y de (3) podemos onluir que

1 = 8− 4a+ 2a− −a2 + 4a

3
,lo que lleva a la euaión a2 − 10a+21 = 0, uyas raíes son a = 3 y a = 7. Por loque x+y+z es igual a 3 ó 7. Pero si x+y+z = 7, omo x+ y

z
+y+ z

x
+z+ x

y
= 6,se tendría que y

z
+ z

x
+ x

y
= −1, lo que no es posible para x, y, z positivos. Lasuma x+ y+ z = 3 se logra on x = y = z = 1, que también son soluiones de laseuaiones, por lo que el únio valor posible de x+ y + z es 3.Soluión de Esteban Arreaga, líder de Guatemala: Supongamos (sin pérdida degeneralidad) que máx{x, y, z} = z. Entones

2 = x+ y
z
≤ x+ 1, de donde x ≥ 1, y

2 = y + z
x
≥ y + 1, de donde y ≤ 1. Entones

2 = z + x
y
≥ z + 1, de donde z ≤ 1.Por lo tanto 1 ≤ x ≤ z ≤ 1, de donde x = z = 1, y de 2 = y + z

x
se sigue quetambién y = 1. Por tanto x+ y + z = 3.6. Es sabido que las alturas del triángulo ABC son bisetries de su triánguloórtio DEF , y los lados del ABC son bisetries exteriores del DEF , por lo tanto

A, B y C son exentros delDEF . También es onoido que el segmento de tangentedesde F hasta el exinírulo de entro C es igual al semiperímetro de DEF , esdeir
1

2
(FE + ED +DF ) =

1

2
(FE + 3FE) = 2FE = FF1,por lo tanto F1 es el punto de ontato del exinírulo on el lado FE y FF1C =

90◦. Además EZ = EF1 = EF , es deir que Z pertenee a la irunferenia dediámetro FF1 y por lo tanto ∠FZF1 = 90◦. Análogamente, FE = FE1 = FY y
∠EY E1 = 90◦.Ahora bien, omo ∠AEB = ∠ADB = 90◦, el uadrilátero AEDB es ílio,por lo que ∠BAC = 180◦ − ∠BDE = ∠CDE. Análogamente ∠BAC = ∠BDF .
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Por otro lado, omo EF = EZ el triángulo EFZ es isóseles y omo EB esbisetriz de ∠FEZ resulta que es también altura del triángulo EFZ, por lo que
EB es perpendiular a FZ. Pero también EB es perpendiular a AC, luego FZy AC son paralelas. Luego ∠ZFB = ∠EAB y ∠BDZ son suplementarios y eluadrilátero AEDB es ílio, por lo que

∠BZF = ∠BDF = ∠BAC. ((1))De manera similar se tiene que DCEY es ílio y entones
∠CY E = ∠CDE = ∠BAC. ((2))De (1) y (2) se tiene que ∠BZF = ∠CY E, lo que onluye la demostraión.
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Capítulo 6Olimpiada Iberoameriana deMatemátia
La XXVI Olimpiada Iberoameriana de Matemátia tuvo lugar en San José,Costa Ria, del 23 al 30 de septiembre de 2011. En la misma partiiparon die-inueve países: Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Ria, Cuba, ElSalvador, España, Guatemala, Honduras, Méxio, Niaragua, Panamá, Paraguay,Portugal, Puerto Rio, Uruguay y Venezuela.Venezuela partiipó on una delegaión integrada por los estudiantes DiegoLeonardo Peña Colaioo (Colegio Los Hipoampitos, Altos Mirandinos), quienobtuvo una medalla de brone, Rubmary Rojas (Colegio Divina Pastora, Barqui-simeto) y Sergio Villarroel (Colegio San Lázaro, Cumaná), quienes ganaron sendasmeniones honorí�as. La jefa de la delegaión fue Laura Vielma Herrero y la tu-tora Estefanía Ordaz.6.1. ProblemasPrimer DíaProblema 1. En la pizarra está esrito el número 2. Ana y Bruno juegan alter-nadamente, omenzando por Ana, de la siguiente manera: ada uno en su turnosustituye el número esrito por el que se obtiene multipliándolo por 2, por 3, osumándole 1. El primero que obtenga un resultado mayor o igual que 2011 gana.Muestre que uno de los dos tiene una estrategia ganadora y desríbala.



62 Olimpiada Iberoameriana de MatemátiaProblema 2. Enontrar todos los enteros positivos n para los uales existen tresnúmeros enteros no nulos x, y, z tales que
x+ y + z = 0 y 1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

n
.Problema 3. Sea ABC un triángulo autángulo yX,Y, Z los puntos de tangeniade su irunferenia insrita on los lados BC,CA,AB, respetivamente. Sean

C1, C2, C3 irunferenias on uerdas Y Z,ZX,XY , respetivamente, de maneraque C1 y C2 se orten sobre la reta CZ y que C1 y C3 se orten sobre la reta
BY . Suponga que C1 orta XY en J y orta a ZX en M ; que C2 orta a Y Z en
L y orta a XY en I; y que C3 orta a Y Z en K y orta a ZX en N . Demostrarque I, J , K, L, M , N están sobre una misma irunferenia.Segundo DíaProblema 4. Sea ABC un triángulo autángulo y O su irunentro. Sean P y
Q puntos tales que BOAP y COPQ son paralelogramos. Demostrar que Q es elortoentro de ABC.Problema 5. Sean x1,. . . , xn números reales positivos. Demostrar que existen
a1,. . . , an ∈ {−1, 1} tales que

a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n ≥ (a1x1 + · · ·+ anxn)

2.Problema 6. Sean k ≥ 2 y n enteros positivos. Se tienen kn ajas en línea reta yen ada aja se ubia una piedra de alguno de k olores diferentes de tal forma quehaya n piedras de ada olor. Un interambio onsiste en interambiar de aja dospiedras que se enuentren en ajas adyaentes. Enontrar el menor entero positivo
m tal que siempre es posible lograr mediante m interambios que las n piedras deada olor queden en ajas seguidas si:a) n es par.b) n es impar y k = 3.6.2. Soluiones1. Digamos que un número es ganador si el jugador que en su turno se lo enuentretiene una estrategia ganadora. De lo ontrario, el número es perdedor.Es laro que todos los números del rango 671�2010 son ganadores, pues el quese enuentre on uno de ellos lo triplia y gana de inmediato.



6.2 Soluiones 63En ambio 670 es perdedor, pues el que lo enuentre, haga lo que haga, dejaun resultado en el rango anterior. 669 es ganador, pues al sumarle 1 se le deja 670(que es perdedor) al ontrario. 668 es perdedor, pues ualquier jugada le deja unnúmero ganador al ontrario. 667 es ganador, pues al sumarle 1 se le deja 668,que es perdedor, al ontrario. Siguiendo de este modo se ve que en todo el rango335�670 los impares son ganadores y los pares perdedores.Este patrón ambia on 334, pues al dupliarlo le queda 668 al ontrario, que esperdedor. De este modo 334 es ganador, y lo mismo ourre on todos los nçumerosdel rango 168�334. Pero 167 es perdedor pues 167+ 1 = 168 (ganador), 167× 2 =
334 (ganador) y 167 × 3 = 501 (ganador). 166 es ganador, pues al sumarle 1 sedeja 167, que es perdedor.Continuando de este modo se ve que en todo el rango 56�167 los impares sonperdedores y los pares ganadores. En el rango 27�55 los impares son ganadores(tripliando) y los pares son perdedores. En el rango 14�26 son todos ganadores(dupliando). En el rango 4�13 los pares son ganadores (sumando 1) y los imparesson perdedores. Finalmente, 3 es ganador (tripliando) y 2 es perdedor.Por lo tanto quien tiene una estrategia ganadora es Bruno. Su estrategia sepuede resumir así: Si Ana le deja 3, Bruno triplia. Si Ana le deja 4, 6, 8, 10 ó 12,Bruno suma 1. Si Ana le deja un número del 14 al 26, Bruno lo duplia. Si Ana ledeja un impar del 27 al 55, Bruno lo triplia. Si Ana le deja un par del 56 al 166,Bruno le suma 1. Si Ana le deja un número del 168 al 334, Bruno lo duplia. SiAna le deja un impar del 335 al 669, Bruno ñe suma 1. Si Ana le deja un númerodel 671 al 2010, Bruno lo triplia.2. Si n = 2k para algún entero positivo k, podemos tomar x = y = 3k y z = −6ky se umplen las dos ondiiones del enuniado.Si n es impar, demostraremos por ontradiión que no existen x, y, z. Tenemosque n(xy + yz + zx) = xyz, y omo x+ y + z = 0, entones

n3 − n2(x+ y + z) + n(xy + yz + zx)− xyz = n3,o bien
(n− x)(n− y)(n− z) = n3.Sean p = n − x, q = n − y, r = n − z, entones pqr = n3 y p + q + r = 3n.Aquí podemos destaar rápidamente el aso n = 1, pues es laro que la únia es

p = q = r = 1, lo que implia que x = y = z = 0. A partir de ahora, onsideramos
n ≥ 3.Luego, sea d = (p, q, r) on p = dp′, q = dq′ y r = dr′. Como d3|n3 entones
d|n, y sea n = dk. Luego, p′q′r′ = k3 y p′ + q′ + r′ = 3k. Si algún primo t dividea p′ y a q′, entones t|k3, lo que implia que t|k y por lo tanto, a t|r′, lo que seríauna ontradiión porque p′, q′, r′ no pueden tener un fator primo en omún.Conluimos que p′, q′ y r′ son oprimos dos a dos.Por otro lado, omo p′q′r′ = k3, tenemos que p′ = a3, q′ = b3 y r′ = c3 (donde
a, b, c son enteros), además abc = k y a3 + b3 + c3 = 3k = 3abc. Entones
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a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) = 0,pero a, b y c son impares pues son divisores de n3, entones a+ b + c 6= 0. Por lotanto, a2+b2+c2−ab−bc−ca = 0, lo que implia a = b = c, es deir p = q = r = ny x = y = z = 0, lo ual es una ontradiión, y hemos terminado.Soluión alternativa:Sustituyendo z = −(x + y) esn la segunda ondiión y despejando se obtieneque

xy(x+ y)

x2 + xy + y2
= n.Sea x = da y y = db, on (a, b) = 1. Esto implia que

dab(a+ b)

a2 + ab+ b2
= n.Es laro que (ab, a2 + ab + b2) = 1. Además, si p es un primo que divide a

(a+ b, a2 + ab+ b2) entones p también divide a ab = (a+ b)2 − (a2 + ab+ b2). Delo anterior se dedue fáilmente que p divide a (a, b), lo ual es una ontradiión.Por lo tanto, a2 + ab + b2 divide a d, es deir, d = (a2 + ab + b2)k. Esto impliaque
ab(a+ b)k = n.De lo anterior se sigue que n tiene que ser par, pues alguno de los términos

a, b, a+ b debe ser par. Finalmente, para notar que todo par se puede representarde esta forma tome a = −2, b = 1. De esta forma, n = 2k. En efeto, para estaesogenia se tiene que x = −6k, y = 3k, z = 3k y así
−1

6k
+

1

3k
+

1

3k
=

1

2kon lo que se onluye la prueba.3. Es onoido que las retas AX,BY y CZ son onurrentes, digamos queonurren en H . Por hipótesis CZ es el eje radial de C1 y C2 y BY es el ejeradial de C1 y C3 por lo que AX es el eje radial de C2 y C3 y H es el entroradial de las tres irunferenias.Lema. Sean ABC y XYZ omo el enuniado del problema. Sean I, N puntossobre XY, ZX de manera que NI es paralela a YZ. SI L y K son los puntos deinterseión de la reta YZ on los irunírulos de los triángulos ZXI y XYN,respetivamente. Entones el punto de interseión U de LI on KN está sobre lareta AX.
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Prueba del lema. Como las medidas de los ángulos insritos y los pagulos se-miinsritos que abren el mismo aro son iguales, se tiene que ∠ZXY = ∠AY Z =
∠AZY = α. Por ser ílio los uadriláteros XILZ y XNKY, se tiene que
∠KLI = ∠LKN = α. Y por ser NI paralela a Y Z,∠KNI = ∠LIN = α,luego los triángulos AZY y UNI son semejantes y de lados paralelos, luego sonhomotétios y omo ZN y Y I onurren en X , el entro de homoteia es X , porlo que X,U y A son olineales.Regresemos a la soluión del problema. Veamos que en realidad sí se tieneque NI es paralela a Y Z. Sea I ′ sobre XY de manera que NI ′ sea paralela a
Y Z. Consideremos a C2 el irunírulo de ZXI ′ y sea L′ la interseión de talirunírulo on Y Z. Por el lema anterior L′I ′ y KN se ortan en un punto
U que está sobre AX . Además omo L′UK y NUI ′ son isóseles se tiene que
UI ′ · UL′ = UN · UK. Luego el eje radial de C2 y C3 es la reta AX , por lo que
C2 para por el punto de interseión de C2 y C3 y entones C2 = C2 y entones
I ′ = I y N ′ = N. Por lo tanto NI es pararela a Y Z.De manera análoga se puede demostrar que KJ es paralela a ZX y LM esparalela a XY.Como NI es paralela a Y Z y omo Y ZMJ es un uadrilátera ílio, tenemosque ∠NIX = ∠ZY J = ∠JMN lo que garantiza que MNIJ están sobre una ir-unferenia Γ1. De manera análoga KLMN están sobre una irunferenia Γ2 ytambién IJKL está sobre una irunferenia Γ3. Si algún par de estas irunferen-ias son iguales entones las tres serán la misma. Pero si no fuera el aso entonesel eje radial de Γ1 y Γ2 es ZX, el eje radial de Γ2 y Γ3 es Y X, y el eje radial de
Γ3 y Γ1 es XY, pero estos tres ejes deben onurrir, pero aqui no es el aso. Estaontradiión, lleva a que las tres irunferenias son la misma y entones los seispuntos son onílios.



66 Olimpiada Iberoameriana de MatemátiaSoluión alternativaSea P el otro punto de interseión de C2 on AB y Q el otro punto de inter-seión de C3 on AC. Como AX es el eje radial de C2 y C3, entones se umple
AZ · AP = AY · AQ. Por tanto, AP = AQ pues AZ = AY. Esto implia que
ZP = Y Q y al mismo tiempo PQ es paralela a ZY.Ahora probaremos que I está sobre PQ. Para eso veremos que PI tambiénes paralela a ZY. (El punto P se enuentra en el rayo ZB dado que I está en lauerda XY.)En efeto, ZPXI es ílio, luego ∠PIX = ∠PZX. Además ∠PZX es se-miinsrito en el inírulo, ∠ZYX es insrito, abarando la misma uerda. por lotanto, ∠PIX = ∠ZYX y así PI es pararlela a ZY así que I está sobre PQ.De manera análoga, se prueba que N está sobre PQ, así que NI es paralela a
ZY , omo se pretendía probar. Se onluye omo en la soluión o�ial.4. a) Soluión de Sergio Villarroel:Sabemos que AC 6= BC. O es el irunentro de △ABC y éste es autángulo.Además, BOAP y COPQ son paralelogramos.
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Al ser O el irunentro se tiene que AO = OC = OB. Por ser BOAP parale-logramo, se tiene que BO = AP y PB = AO y análogamente por ser COPQparalelogramo, PQ = OC y PO = QC. Entones, se tiene que AO = OC = OB =
AP = PB = PQ que determina que APBO es un rombo. Sabemos que las diago-nales de un rombo se ortan formando un ángulo de 90◦ por lo que ∠AMO, donde
M es el punto de orte de las diagonales, mide 90◦. Como PQCO es un paralelo-gramo luego PO ‖ QC de donde resulta que QC también es perpendiular a AB.



6.2 Soluiones 67Se puede ver que ∠ANC y ∠AMO son orrespondientes y por tanto ongruentes.Luego, omo QC parte de C, QC es altura desde C del △ABC. LLamaremos Nal pie de esa altura.Si la altura desde B o A pasa por Q, se tendría que Q es el ortoentro de
△ABC.Por otra parte, si de�nimos P ′ omo el punto tal que P ′CO es un para-lelogramo, luego P ′C = AO,P ′C ‖ AO y P ′A ‖ OC,P ′A = OC de donde
P ′C ‖ PB,P ′C = PB y P ′A ‖ PQ,P ′A = PQ lo que trae omo onseuen-ia que APQP ′ también es un rombo.Luego las diagonales de APQP ′ se ortan formando un ángulo de 90◦ entre
PP ′ y AQ(∠AKP ′), luego: P ′C ‖ PB y P ′C = PB de donde PP ′CB tiene queser paralelogramo. Luego si prolongamos AQ hasta que orte a BC en el punto
L tendremos que ∠AKP ′ y ∠ALC son orrespondientes ya que PP ′ ‖ BC porser PP ′CB un paralelogramo, y por lo tanto, ∠AKP ′ = ∠ALC = 90◦. Dado que
AL forma un ángulo de 90◦ on BC,AL es la altura de △ABC trazado desde A.Además, la diagonal de APQP ′, AQ forma parte de la misma AL de donde Qpertenee a AL y omo Q perteneía antes a NC (altura desde C del △ABC)luego Q es el ortoentro de △ABC por ser el punto de interseión de AL y CN.b) Soluión de Diego Peña:Sea Γ1 el irunírulo del △ABC. Re�ejemos el △ABC on respeto a lareta AB. Como OAPB es un paralelogramo y OA = OB (por ser radios de Γ1),entones OAPB es un rombo.Por lo tanto, AB y OP on perpendiulares, y omo además, por ser OAPBun paralelogramo, AB y OP se bisean tenemos que P es la re�exión de O onrespeto a AB. Luego, la re�exión de Γ1 on respeto a AB es el írulo Γ2 deentro P y radio PA (pues P es la imagen de O, el entro de Γ1 y A es su mismaimagen).Como OP y AB son perpendiulares, y omo por ser COPQ un paralelogramo,
OP y CQ son paralelas, tenemos que AB y CQ son perpendiulares.Por ser OCPQ un paralelogramo tenemos que PQ = OC = OA = PA (pues
OC y OA son radios de Γ1 y OAPB es un rombo). Luego, Q está en Γ2. Como CQy AB son perpendiulares, la imagen Q′ de Q luego de la re�exión está sobre lareta CQ, y omo Q está en Γ2, Q

′ estará en Γ1 (pues omo ya vimos la re�exiónambia Γ1 on Γ2).Luego, Q′ será el punto de orte de CQ y Γ1, es deir, la re�exión del punto Qon respeto a AB ae sobre el irunírulo. Como además ya vimos que CQ ⊥
AB, tenemos que la reta CQ es la altura por C del △ABC. Luego, tenemos que
Q′ es un punto de la altura por C del △ABC que umple que su re�exión sobre ellado AB ae en el irunírulo, lo que implia que Q es el ortoentro del △ABC.) Soluión de Rubmary Rojas:Como O es el irunentro OA = OB y omo OAPB es paralelogramo setiene que OA = PB y BO = PA y análogamente, los uatro segmentos del



68 Olimpiada Iberoameriana de Matemátiaparalelogramo son iguales, es deir OAPB es un rombo y sus diagonales se ortanen el punto medio y son perpendiulares. Luego CQ es paralela a OP y OP ⊥ ABobtenemos que CQ ⊥ AB de donde se obtiene que el ortoentro se enuentra enla reta CQ.Por otra parte se tiene que la distania desde un vértie hasta el ortoentro esel doble de la distania que hay desde el irunentro hasta el lado opuesto a dihovértie. Por esto es su�iente on demostrar que CQ = 2OC′ donde C′ es el puntomedio del lado AC. Pero esto es ierto ya que omo COPQ es un paralelogramo
CO = OP = 2OC′. La última igualdad umple ya que al ser C′ el punto mediode AB es el punto de orte de las diagonales del paralelogramo OAPB y tambiénes el punto medio de OP.5. Suponga sin pérdida de generalidad que x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn. Se va a probar quela desigualdad se veri�a si ak = (−1)k+1. Se va a demostrar por induión sobre
n. Si n = 2 la desigualdad se redue a 2x2(x1 − x2) ≥ 0 y si n = 3 la desigualdadse redue a (x1 − x2)(x2 − x3) ≥ 0. Suponga que el resultado es ierto para n, seva a probar para n+ 2.Suponga primero que n es par, y sea n = 2m. En este aso la desigualdad quehay que demostrar es equivalente a
(x1 + · · ·+ x2m−1 + x2m+1)(x2 + · · ·+ x2m + x2m+2)

−
X

1≤i<i≤m+1

(x2i−1x2j−1 + x2ix2j)−
m+1X
i=1

x2
2i ≥ 0.Sea Sm+1(x1, x2, . . . , X2m+2) el lado izquierdo de la desigualdad anterior. Severi�a la identidad Sm+1(x1, x2, . . . , X2m+2) = (x1 − x2)(x2 − x3 + · · · + x2m −

x2m+1 + x2m+2) + Sm(x3, x4, . . . , x2m+2), y la prueba se sigue por induión.Suponga que n es impar y sea n = 2m + 1. La desigualdad que hay quedemostrar es (x1+· · ·+x2m−1+x2m+1)(x2+· · ·+x2m)−
P

1≤i<i≤m+1 x2i−1x2j−1−P
1≤i<i≤m x2ix2j −

Pm

i=1 x
2
2i ≥ 0.Sea Tm+1(x1, x2, . . . , X2m+1) el lado izquierdo de la desigualdad anterior. Essenillo demostrar que Tm+1(x1, x2, . . . , X2m+1) = (x1−x2)(x2−x3+ · · ·+x2m−

x2m+1) + Tm(x3, x4, . . . , x2m+1), y la prueba se sigue por induión.Soluión alternativaSuponga sin pérdida de generalidad que x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn. Se va a probarque la desigualdad se veri�a si ak = (−1)k+1. Al igual que en la soluión anteriorse omprueban fáilmente los asos n = 2 y n = 3.Parav n > 2 onsidérese Y = x3 − x4 + · · · + (−1)n+1xn. Nótese que Y =
x3 − (x4 − x5) − (x6 − x7) − · · · , entones Y ≤ x3 y por otra parte Y = (x3 −
x4) + (x5 − x6) + · · · ≥ 0.



6.2 Soluiones 69Nótese quen utilizando los asos n = 2 y n = 3 se tiene la desigualdad:
x2
1 − x2

2 + Y 2 ≥ (x1 − x2 + Y )2.Apliando la hipótesis de induión se tiene que
x2
3 − x2

4 + · · ·+ (−1)n+1x2
n ≥ Y 2.uniendo ambas desigualdades se tiene el resultado.6. Supongamos primero que hay n piedras blanas y r piedras negras. Sean

b1, b2,. . . , bn las piedras blanas numeradas de izquierda a dereha. Para ada
i ∈ {1, 2, . . . , n} sean Ii y Di la antidad de piedras negras a la izquierda y a ladereha de bi, respetivamente. Es laro que Ii+Di = r. El número de interambiosneesarios para tener todas las piedras blanas a la izquierda es I =

Pn

i=1 Ii, ypara tenerlas a la dereha es D =
Pn

i=1 Di. Como obviamente I +D = nr, resultaque el menor número de interambios para que las piedras de un mismo olorqueden en ajas seguidas es mı́n(I,D) ≤ ⌊nr
2 ⌋.a) Si hay k olores, llamemos a uno de ellos blano e identi�quemos a todos losdemás omo negro. Entones, por el aso k = 2 ya analizado, on r = (k − 1)n,resulta que las piedras blanas se pueden separar en a lo sumo ⌊n2(k−1)

2 ⌋ = n2(k−1)
2(pues estamos suponiendo que n es par). Si ahora separamos las piedras de algunode los olores que identi�amos omo �negro� y ontinuamos se la misma maneraseparando los olores de uno en uno, resultará que todos los olores se puedenseparar en a lo sumo

n2(k − 1)

2
+

n2(k − 2)

2
+ · · ·+ n2

2
=

n2k(k − 1)

4
.Para ver que esta ota no se puede mejorar, sean C1,. . . , Ck los olores ydenotemos por Cs

i una suesión de s piedras onseutivas de olorCi. Consideremosel arreglo C
n

2

1 C
n

2

2 . . . C
n

2

k C
n

2

k . . . C
n

2

2 C
n

2

1 . Para mover todas las piedras de olor Ci ala izquierda (o a la dereha) se neesitan al menos
(i − 1)

�n
2

�2
+ (k − 1 + k − i)

�n
2

�2
= (2k − 2)

�n
2

�2
=

n2(k − 1)

2interambios. Repitiendo el proeso resulta que la separaión total requiere almenos
n2(k − 1)

2
+

n2(k − 2)

2
+ · · ·+ n2

2
=

n2k(k − 1)

4interambios.b) La respuesta es 3n2−1
2 . Por lo visto al iniio, separar un olor requiere a lo sumo

⌊n(2n)
2 ⌋ = n2 interambios. Y separar los dos olores de las 2n piedras que quedan
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2 ⌋ = n2−1
2 interambios. Por lo tanto

m ≤ n2 +
n2 − 1

2
=

3n2 − 1

2
.Si los tres olores son A, B y C onsideremos ahora el arreglo

A
n−3

2 B
n−3

2 C
n−3

2 ABCBCACABC
n−3

2 B
n−3

2 A
n−3

2 .Es fáil ver que para mover ualquiera de los tres olores a un extremo se requieren
n2 interambios, luego de lo ual se requieren n2−1

2 interambios para separar losdos olores restantes. Por lo tanto la ota 3n2−1
2 no se puede mejorar.



Capítulo 7Olimpiada Internaional deMatemátia
Esta seión está dediada a la Olimpiada Internaional de Matemátias 2011,IMO, elebrada del 12 al 24 de Julio en Amsterdam. El equipo venezolanoestuvo integrado por los alumnos Carlos Lamas Bárenas, del olegio Indepen-denia de Barquisimeto y Diego Peña Colaioo, del olegio Los Hipoampitosde los Altos Mirandinos. El tutor de la delegaión fue la profesora Laura VielmaHerrero de la Aademia Washington y el jefe de la delegaión el profesor RafaelSánhez Lamoneda, de la UCV. Ambos alumnos, Carlos y Diego obtuvieron men-ión honorí�a por sus soluiones al problema 1, las uales esenialmente, son lamisma respuesta o�ial. Las soluiones que damos a los problemas planteados sonlas o�iales del bano de problemas, salvo en el problema 5, donde exponemosuna soluión muy elegante dada por el profesor Massimo Gobbino, Observador delequipo italiano.7.1. ProblemasPrimer DíaProblema 1. Para ualquier onjunto A = {a1, a2, a3, a4} de uatro enteros po-sitivos distintos se denota la suma a1 + a2 + a3 + a4 por sA. Sea nA el número deparejas (i, j) on 1 ≤ i < j ≤ 4 para las uales ai+aj divide a sA. Enontrar todoslos onjuntos A de uatro enteros positivos distintos para los uales se alanza elmayor valor posible de nA.Problema 2. Sea S un onjunto �nito de dos o más puntos del plano. En S no haytres puntos olineales. Un remolino es un proeso que empieza on una reta ℓ que



72 Olimpiada Internaional de Matemátiapasa por un únio punto P ∈ S, al ual llamaremos pivote. Se rota ℓ en el sentidode las maneillas del reloj on entro en el pivote P hasta que la reta enuentrepor primera vez otro punto de S al ual llamaremos Q. Con Q omo nuevo entro,(pivote), se sigue rotando la reta en el sentido de las maneillas del reloj hastaque la reta enuentra otro punto de S. Este proeso ontinúa inde�nidamente,siendo siempre el entro de rotaión un punto de S.Demostrar que se puede elegir un punto P ∈ S y una reta ℓ que pasa por Ptales que el remolino que resulta usa ada punto de S omo un entro de rotaiónun número in�nito de vees.Problema 3. Sea f una funión del onjunto de los números reales en si mismoque satisfae
f(x+ y) ≤ yf(x) + f(f(x))para todos los números reales x, y. Demostrar que f(x) = 0 para toda x ≤ 0.Segundo DíaProblema 4. Sea n > 0 un entero. Se dispone de una balanza de dos platillosy de n pesas uyos pesos son 20, 21, . . . , 2n−1. Se oloa ada una de las pesas enla balanza, de una en una, mediante una suesión de n movimientos. En el primermovimiento se elige una pesa y se oloa en el platillo izquierdo. En ada uno de losmovimientos siguientes se elige una de las pesas restantes y se oloa en el platillode la izquierda o en el de la dereha. Determinar el número de formas de llevar aabo estos n movimientos de manera tal que en ningún momento el platillo de ladereha tenga más peso que el platillo de la izquierda.Problema 5. Sea f una funión del onjunto de los enteros al onjunto de losenteros positivos. Se supone que para ualesquiera dos enteros m y n, la diferenia

f(m)− f(n) es divisible por f(m− n). Demostrar que para todos los enteros m y
n on f(m) ≤ f(n), el número f(n) es divisible por f(m).Problema 6. Sea ABC un triángulo autángulo uya irunferenia irunsritaes Γ. Sea ℓ una reta tangente a Γ, y sean ℓa, ℓb y ℓc las retas que se obtienenal re�ejar ℓ on respeto a las retas BC, CA y AB, respetivamente. Demostrarque la irunferenia irunsrita del triángulo determinado por las retas ℓa, ℓb y
ℓc es tangente a la irunferenia Γ.7.2. Soluiones1. Demostremos que los onjuntos A para los uales nA es maximal son aquellosde la forma {d, 5d, 7d, 11d} o {d, 11d, 19d, 29d}, donde d es un entero positivo. Paraestos onjuntos el valor de nA es 4.



7.2 Soluiones 73Demostremos primero que nA ≤ 4. Sin pérdida de generalidad podemos su-poner que a1 < a2 < a3 < a4. Obsérvese que para ada par de índies (i, j)on 1 ≤ i < j ≤ 4, la suma ai + aj divide a sA si y solo si, ai + aj divide a
sA − (ai + aj) = ak + al, donde k y l son los otros dos índies. Como en totaltenemos 6 pares ordenados diferentes, deberemos demostrar que al menos dos deellos no satisfaen la ondiión previa. A�rmamos que esos dos pares son (a2, a4) y
(a3, a4). Como a1 < a2 < a3 < a4, entones a2 + a4 > a1 + a3 y a3 + a4 > a1 + a2.Por lo tanto a2+ a4 y a3 + a4 no pueden dividir a sA. esto demuestra que nA ≤ 4.Un simple álulo demuestra que nA = 4 si por ejemplo A = {1, 5, 7, 11}.Veamos ahora la forma de todos los onjuntos A para los uales nA = 4.Supongamos que nA = 4. Por el argumento dado antes tenemos que:

a1 + a4|a2 + a3 y a2 + a3|a1 + a4
a1 + a2|a3 + a4 y a3 + a4 ∤ a1 + a2
a1 + a3|a2 + a4 y a2 + a4 ∤ a1 + a3Por lo tanto, existen enteros positivos u y v on u > v ≥ 2 tal que:

a1 + a4 = a2 + a3
u(a1 + a2) = a3 + a4
v(a1 + a3) = a2 + a4Al sumar la primera euaión on la terera, obtenemos v(a1+a3) = 2a2+a3−a1.Si v ≥ 3, entones v(a1 + a3) ≥ 3(a1 + a3) > 3a3 > 2a2 + a3 > 2a2 + a3 − a1, loual es una ontradiión. Por lo tanto v = 2. Si ahora sumamos la primera y laterera euaión y multipliamos esa suma por 2, obtenemos,

6a1 + 2a3 = 4a2.Si ahora sumamos la primera y la segunda euaión, nos da:
(u+ 1)a1 + (u− 1)a2 = 2a3.Al sumar estas dos últimas euaiones obtenemos:

(u+ 7)a1 = (5− u)a2.Como tanto el lado izquierdo de esta última euaión omo a2 son positivos, setiene que 5 − u ≥ 1. Pero sabemos que u > v = 2, en onseuenia u = 3 o
u = 4. Sustituyendo los pares (3, 2) y (4, 2) por (u, v), y resolviendo los sistemasde euaiones que resultan , enontramos las familias de soluiones {d, 5d, 7d, 11d}y {d, 11d, 19d, 29d}, donde d es un entero positivo.2. Para omenzar reordemos que dos retas paralelas tiene la misma direión.También le podemos dar orientaión a una reta y eso lo indiamos on una �eha



74 Olimpiada Internaional de Matemátiaque apunta en el sentido de la orientaión elegida. En el aso del remolino demos ala reta iniial una orientaión y distingamos ambos semiplanos determinados porla reta omo lado amarillo y lado azul. Observemos que uando el pivote ambiade un punto T a otro punto U , luego del ambio, T se enuentra en el mismo ladoen el ual se enontraba iniialmente U . Por lo tanto el número de elementos de Sen el lado amarillo y en el lado azul, permanee invariante durante todo el proeso.
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U U U
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Consideremos primero el aso donde |S| = 2n+1 es un número impar. A�rma-mos que para ada punto T ∈ S, existe una reta que divide a S de tal forma quehay n puntos en el lado amarillo y n puntos en el lado azul. En efeto. Elijamosuna reta orientada que pase por T y no ontenga otro punto de S y supongamosque hay n+ r puntos en el lado amarillo. Si r = 0, entones no hay nada que de-mostrar, por lo tanto supongamos que r > 0. Cuando rotamos la reta on entroen T en un ángulo de 180◦, el número de puntos de S en su lado amarillo ambiaen 1 a medida que la reta va pasando un punto; después de 180◦, el número depuntos en el lado amarillo será n− r. Por lo tanto existe una etapa intermedia enla ual ada lado, el amarillo y el azul, tienen n puntos ada uno.Consideremos ahora omo estado iniial del remolino un punto ualquiera Py una reta que pase por P y que separe a S en dos partes iguales, on n puntosada una. Demostremos que durante una rotaión de 180, la reta del remolinopasará por ada punto de S, onvirtiéndolo en un pivote. Para ver esto, tomemosun punto ualquiera T de S y una reta ℓ que pase por T y que separe a S en dospartes iguales. Esta reta es únia pues traslaiones paralelas rompen el balanede la distribuión de los puntos de S. Diho de otra forma, el punto T es el úniopunto de S por el ual puede pasar una reta on la misma direión que ℓ y quesepare a S en dos partes iguales. Por lo tanto, uando la reta del remolino esparalela a ℓ, ella debe ser ℓ, y por lo tanto pasa por T .



7.2 Soluiones 75Ahora supongamos que |S| = 2n. Analogamente al aso impar, para todo punto
T ∈ S, existe una reta orientada que pasa por T on n − 1 puntos en su parteamarilla y n puntos en su parte azul. Dado un punto ualquiera P , elijamos esareta orientada que pasa por P omo el estado iniial del remolino . Veamos quedurante una rotaión de 360◦, la reta del remolino visitará ada punto de S omoun pivote. En efeto, elijamos un punto ualquiera T de S y una reta orientada ℓque pase por T y que separe a S de tal manera que haya n− 1 puntos en la parteamarilla y n puntos en la parte azul. De nuevo traslaiones paralelas ambiaríanel número de puntos en la partes amarilla y azul, por lo tanto uando la reta delremolino sea paralela a ℓ y on la misma orientaión, ella pasará por T .3. Llamemos (1) a la desigualdad del enuniado. Haiendo la sustituión y = t−xobtenemos la desigualdad:

f(t) ≤ tf(x)− xf(x) + f(f(x)) (2)
.Consideremos ahora números reales a y b ualesquiera y usando (2) primeroon t = f(a) y x = b y luego on t = f(b) y x = a, tenemos las desigualdades:

f(f(a))− f(f(b)) ≤ f(a)f(b)− bf(b)
f(f(b))− f(f(a) ≤ f(a)f(b)− af(a).sumando estas dos desigualdades y despejando nos queda:

2f(a)f(b) ≥ af(a) + bf(b).Si haemos la sustituión b = 2f(a) obtenemos 2f(a)f(b) ≥ af(a)+2f(a)f(b),o bien af(a) ≤ 0. Por lo tanto,
f(a) ≥ 0 para todo a < 0. (3)Supongamos ahora que f(x) > 0 para algún número real x. Consideremosahora todo número real t, tal que:

t <
xf(x)− f(f(x))

f(x)
.Despejando, tf(x)−xf(x)+f(f(x)) < 0, entones por (2), tenemos que f(t) <

0, y esto ontradie (3). Por lo tanto:
f(x) ≤ 0 para todo x ∈ R. (4)Usando otra vez (3), obtenemos que f(x) = 0 para todo x < 0.Para �nalizar solo nos queda alular f(0). Pongamos t = x < 0 en (2). Obte-nemos f(x) ≤ f(f(x)). Pero uando x < 0 sabemos que f(x) = 0, por lo tanto lo



76 Olimpiada Internaional de Matemátiaque tenemos es que 0 ≤ f(0). Combinado esto on (4) nos queda que f(0) = 0 yhemos termiando la demostraión.4. Denotemos por f(n) el número de manera de oloar las n pesas. Demostrare-mos por induión sobre n ≥ 1 que f(n) = (2n−1)!! = 1 ·3 ·5 · · · (2n−1). Primeroobservemos que f(1) = 1. Supongamos ahora que n ≥ 2. A�rmamos entones que:
f(n) = (2n− 1)f(n− 1). (7.1)Comenemos obeservando que luego del primer movimiento el platillo de laizquierda es siempre más pesado que el de la dereha en al menos 1. Por lo tantoualquier manera válida de oloar las n pesas en la balanza, da lugar, sin on-siderar a la pesa de peso 1, a una manera válida de oloar las pesas de pesos

2, 22, . . . , 2n−1. Si ahora dividimos los pesos por 2, la respuesta no ambia, segui-mos teniendo una manera válida de oloar las pesas de pesos 1, 2, 22, . . . , 2n−2.Por induión estas n − 1 pesas se pueden oloar de f(n − 1) formas distintas.Veamos ahora qué haer on la pesa de peso 1. Si la ponemos en la balanza en elprimer movimiento, ella deberá ser puesta en el platillo de la izquierda, si no laponemos en el primer movimiento, entones omo luego de este primer movimientola diferenia de pesos entre el platillo de la izquierda y el de la dereha es al menos
2, entones, la pesa de peso 1 la podemos oloar en ualquiera de los dos platillos,obteniendo una manera válida de disponer las pesas en la balanza. Por lo tantohabrá 2n− 1 maneras diferentes de insertar el peso 1 en ada una de las f(n− 1)seuenias válidas que tenemos para las pesas 2, 22, . . . , 2n−1. Esto demuestra loa�rmado y por induión obtenemos que:

f(n) = (2n− 1)f(n− 1) = (2n− 1)(2n− 3) · · · 5 · 3 · 1.5. Soluión de Massimo Gobbino Sea f(Z) = {a1, a2, . . . } la imagen de lafunión f , on a1 < a2 < a3 < . . . . Demostraremos que ai divide a ai+1 para todo
i ≥ 1. En efeto. Sean x e y enteros tales que f(x) = ai y f(y) = ai+1.Haiendo m = x y n = y tenemos que,

f(x− y)|f(x)− f(y),o equivalentemente
f(x− y)|f(y)− f(x).Pero f(y)− f(x) = ai+1 − ai < ai+1. Entones f(x− y) < ai+1 y por lo tanto

f(x− y) ≤ ai = f(x).Si f(x− y) < f(x), entones f(x)− f(x− y) > 0. Haiendo m = x y n = x− ytenemos que:



7.2 Soluiones 77
f(y) = f(x− (x− y))|f(x) − f(x− y).Como f(x)− f(x− y) > 0 tenemos que:
f(y) ≤ f(x)− f(x− y) < f(x) < f(y),lo ual es absurdo.Si f(x − y) = f(x), entones f(x − y)|f(x) − f(y), lo ual implia que f(x)divide a f(y), omo queríamos demostrar.6. Comenemos estableiendo una notaión que failitará la expliaión de lasoluión. Para dos retas m y n, denotaremos por ∠(m,n) el ángulo mediante elual podemos rotar la reta m en el sentido ontrario a las agujas del reloj, hastaobtener una reta paralela a n. Un ángulo ∠(m,n) reibe el nombre de ánguloorientado. Es laro que todos los ángulos orientados son onsiderados módulo

180◦.
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Vamos ahora on la soluión al problema 6. Denotemos por T el punto detangenia de ℓ y Γ. Sea A′ = ℓb ∩ ℓc, B′ = ℓa ∩ ℓc y C′ = ℓa ∩ ℓb. Consideremos elpunto A′′ en Γ tal que TA = AA′′ (A′′ 6= T salvo que TA sea un diámetro de Γ).De�namos los puntos B′′ y C′′ de manera análoga. Como los puntos C y B sonlos puntos medios de los aros TC′′ y TB′′, respetivamente, tenemos:
∠(ℓ, B′′C′′) = ∠(ℓ, TC′′) + ∠(TC′′, B′′C′′) = 2∠(ℓ, TC) + 2∠(TC′′, BC′′)

= 2(∠(ℓ, TC) + ∠(TC,BC)) = 2∠(ℓ, BC) = ∠(ℓ, ℓa).



78 Olimpiada Internaional de MatemátiaEn onseuenia ℓa y B′′C′′ son retas paralelas. Analogamente ℓb y A′′C′′ sonparalelas y ℓc y A′′B′′ son paralelas. Por lo tanto los triángulos A′B′C′ y A′′B′′C′′o bien son semejantes o son uno imagen del otro por traslaión. Vamos a demostrarque ellos son semejantes, demostrando que uno es imagen del otro mediante unahomoteia uyo entro es un punto K que pertenee a Γ. Esto impliará entonesque las irunferenias irunsritas de estos dos triángulos son también homoté-tias on respeto a K y por lo tanto tangentes en este punto, que es lo que sequiere demostrar.Demostremos primero dos a�rmaiones:A�rmaión 1: El punto de interseión X de las retas B′′C y BC′′ perteneea la reta ℓa. En efeto: Las retas CT y CB′′ son simétrias on respeto a BCy también lo son las retas BT y BC′′, por lo tanto X y T son simétrios onrespeto a BC. En onseuenia omo T pertenee a ℓ, entones X pertenee a ℓa,que es por onstruión, simétria a ℓ on respeto a BC.A�rmaión 2: El punto de interseión I de las retas BB′ y CC′ pertenee ala irunferenia Γ. En efeto: Consideremos el aso en el ual ℓ no es paralela alos lados del triángulo ABC. Los otros asos se pueden vistos omo asos límite.Sean D el punto de interseión de ℓ y BC, E el punto de interseión de ℓ y ACy F el punto de interseión de ℓ y AB. Por la simetría, la reta BD es bisetrizde uno de los ángulos que se forman entre las retas B′D y FD. Analogamente
FB es bisetriz de uno de los ángulos entre las retas B′F y DF . Por lo tanto Bo bien es el inentro del triángulo B′DF o uno de sus exentros. Cualquiera sea elaso tendremos que ∠(BD,DF ) + ∠(DF,FB) + ∠(B′B,B′D) = 90◦ y entones:

∠(B′B,B′C′) = ∠(B′B,B′D) = 90◦ − ∠(BC,DF ) − ∠(DF,BA)

= 90◦ − ∠(BC,AB).Analogamente tenemos que ∠(C′C,B′C′) = 90◦ − ∠(BC,AC). Por lo tanto,
∠(BI,CI) = ∠(B′B,B′C′) + ∠(B′C′, C′C)

= ∠(BC,AC) − ∠(BC,AB) = ∠(AB,AC).Es deir, los puntos A, B, I y C son onílios y I pertenee a Γ, omo habíamosa�rmado.Ahora podemos ompletar la soluión del problema 6. Sea K el segundo pun-to de interseión de B′B′′ y Γ. Apliando el Teorema de Pasal al hexágono
KB′′CIBC′′ tenemos que los puntos B′ = KB′′ ∩ IB, X = B′′C ∩ BC′′ y
S = CI ∩ C′′K son olineales. Por lo tanto S = CI ∩ B′X = C′, y los pun-tos C′, C′′ y K son olineales. Luego K es el punto de interseión de B′B′′ y
C′C′′, lo ual implia que K es el entro de la homoteia que aplia el triángulo
A′B′C′ en el triángulo A′′B′′C′′, y entones K pertenee a Γ.



GlosarioÁngulo insripto. Si A, B y C son puntos de una irunferenia de entro O, sedie que el ángulo ∠ABC está insripto en la irunferenia y que subtiendeel aro ÷AC que no ontiene a B. La medida de ∠ABC es igual a la mitaddel ángulo entral ∠AOC.Ángulo semiinsripto. Es el que tiene el vértie en una irunferenia, un ladotangente a la misma y el otro seante.Centro radial. Dadas tres irunferenias on entros no alineados, es el úniopunto que tiene igual potenia respeto a todas ellas.Círulo de Apolonio. Es el lugar geométrio de los puntos P del plano talesque su razón de distanias a dos puntos dados A y B es una onstante dada
r > 0, r 6= 1. Es una irunferenia uyo entro está sobre el segmento AB.(Si r = 1 el lugar geométrio es la mediatriz del segmento AB).Cirunírulo. Es la (únia) irunferenia que pasa por los tres vérties de untriángulo.Cirunferenia irunsripta. Ver Cirunírulo.Coe�iente binomial. Es el oe�iente de xk en el desarrollo de (1 +x)n. Tam-bién es igual al número de subonjuntos de k elementos que tiene un onjuntode n elementos. Se denota �n

k

� y puede alularse así:�
n

k

�
=

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · · ·n .Colineales. Díese de los puntos que están sobre una misma línea reta.Coprimos. (o primos relativos). Díese de dos números enteros sin fatoresprimos omunes (o, equivalentemente, uyo máximo omún divisor es 1).Cuadrilátero ílio (también llamado onílio o insriptible). Es un ua-drilatero que puede ser insripto en una irunferenia, es deir, tal que



80 Glosarioalguna irunferenia pasa por sus uatro vérties. Una ondiión neesa-ria y su�iente para que un uadrilátero sea ílio es que tenga un par deángulos opuestos suplementarios.Cuaterna armónia. Los puntos alineados A, B, C y D forman una uaternaarmónia si y sólo si exatamente uno de los puntos A y B pertenee alsegmento CD y además se umple AC
AD

= BC
BD

.Eje radial. Dadas dos irunferenias no onéntrias, es el lugar geométrio delos puntos que tienen igual potenia respeto a ambas. Siempre es una retaperpendiular a la que une los entros de ambas irunferenias.Inentro. Es el punto en que onurren las tres bisetries de un triángulo. Comoequidista de los tres lados del triángulo, es el entro de una irunfereniatangente internamente a ellos.Inírulo. Es la irunferenia tangente internamente a los tres lados de un trián-gulo.Potenia. Sean P un punto, Γ una irunferenia y r una reta que pase por
P y orta a la irunferenia en A y B (si r es tangente a Γ onsideramosque A = B). Entones el produto PA · PB no depende de r, y su valor espor de�niión la potenia de P respeto a Γ, Pot(P,Γ). Las distanias PA y
PB se onsideran orientadas, es deir que la potenia es positiva o negativasegún que P sea exterior o interior a Γ. Obviamente Pot(P,Γ) = 0 si y sólosi P pertenee a Γ.Prinipio de las asillas. Si n objetos se distribuyen en k ajas, y n > k, en-tones alguna aja reibe más de un objeto.Razón áurea. Se die que un punto C divide a un segmento AB en media yextrema razón si AB/BC = AC/AB. En este aso a la razón AC/AB sele onoe omo razón áurea, número áureo, divina proporión y varios otrosnombres. Se suele denotar on la letra griega ϕ y su valor es

ϕ =
1 +

√
5

2
.Teorema de la bisetriz. Sean ABC un triángulo, V el punto en que la bisetrizdesde A orta al lado BC y U el punto en que la bisetriz exterior por Aorta a la prolongaión del lado BC. Entones

V B

V C
=

UB

UC
=

AB

AC
=

BC

AB +AC
.



Glosario 81Teorema de Menelao. Sea ABC un triángulo y sean P , Q y R tres puntosubiados respetivamente en las retas BC, CA y AB y diferentes de A, By C. Entones P , Q y R están alineados si y sólo si
BP

PC
· CQ

QA
· AR
RB

= 1.Teorema de Pasal. Sea ABCDEF un hexágono insripto en una irunferen-ia (o, más en general, en ualquier ónia). Entones, si se extienden lospares de lados opuestos hasta que se orten, los tres puntos de interseión
K = AB ·DE, L = BC ·EF y M = CD · FA están alineados.
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Terna pitagória. Es un onjunto de tres enteros positivos a, b y c que umplenla relaión a2 + b2 = c2. Si mcd(a, b, c) = 1 la terna se die primitiva. Enese aso a y b deben ser de diferente paridad, digamos a impar y b par, yse puede probar que existen enteros u y v, oprimos y de diferente paridad,tales que a = u2 − v2, b = 2uv y c = u2 + v2.



82 Estudiantes Premiados en la Final Naional dela Olimpiada Juvenil de Matemátias 2011Primer AñoMedallas de OroJosé Guevara Colegio Bella Vista Edo. AraguaRafael Aznar Los Aros Distrito CapitalMedallas de PlataSofía Castejón Colegio Aleman Edo. ZuliaFiorella Toledano Nuestra Señora De Chiquinquirá Edo. ZuliaEsther Hernao Colegio Altamira Edo. ZuliaMedallas de BroneGabriela Morales Los Campitos Distrito CapitalOsar Márquez Eduaional Aragua Edo. AraguaAmanda Deftereos IEA Distrito CapitalMeniones de HonorLuis Uzátegui Los Proeres Edo. BolívarSofía González Madre Guadalupe Edo. Nueva EspartaGabriel Gutiérrez Hipoampitos Edo. MirandaCamila Kellemen Los Campitos Distrito CapitalSegundo AñoMedallas de OroMaría Morales San Ignaio Distrito CapitalLuis Ruiz Las Colinas Edo. LaraMedallas de PlataLuis Domínguez San Ignaio Distrito CapitalJorge Navia Bellas Artes Edo. ZuliaMireya Fábregas Aademia Washington Distrito CapitalArturo Story San Ignaio Distrito CapitalMedallas de BroneDiego Parada San Ignaio Distrito CapitalRiardo Silva Colegio San Gabriel Arángel Edo. CaraboboJesús Fernández Las Amérias Edo. MonagasElizabeth Baptiste Las Colinas Edo. LaraNiolás Raga Esuela Bella Vista Edo. ZuliaRiardo Ortega San Lázaro Edo. Sure



83Meniones de HonorAram Pulgar Hipoampitos Edo. MirandaArnaldo Esalona Colegio Cristo Rey Edo. CaraboboJesús Bastardo Iberoameriano Edo. BolívarJuan Cramer San José Maristas Edo. AraguaValentina Martínez Alejandro Humbolt Edo. Nueva EspartaYe�erson Vílhez Ramón Reinoso Nuñéz Edo. ZuliaTerer AñoMedallas de OroRubmary Rojas Divina Pastora Edo. LaraLuis Réquiz IEA Distrito CapitalGianpaolo Cutihia San José Maristas Edo. AraguaMedallas de PlataPedro Romero IEA Distrito CapitalJuan Oando Repúblia De Venezuela Edo. TrujilloOsar Bromberg Moral y Lues Distrito CapitalDaniel Núñez Valle Alto Edo. MirandaElias Jorge Colegio Bella Vista Edo. AraguaJohel Arteaga Juan XXIII Valenia Edo. CaraboboMedallas de BroneElías Arama Moral y Lues Distrito CapitalLuis Medina Andrés Eloy Blano Edo. ZuliaRodolfo Márquez María Santísima Edo. LaraGabriel Valdez Juan Jaobo Rousseau Edo. AnzoáteguiJosé Jiménez Roberto Castillo Cardier Edo. AnzoáteguiAndrea Cedeño Colegio Altamira Edo. ZuliaVítor Estevez Andrés Bello Edo. Nueva EspartaAndrea López San Lázaro Edo. SureAli Reyes Andrés Eloy Blano Edo. ZuliaMeniones de HonorBerta Bartoli Los Campitos Distrito Capital



84 Cuarto AñoMedallas de OroDiego Peña Hipoampitos Edo. MirandaMedallas de PlataSergio Villarroel San Lázaro Edo. SureMedallas de BroneJeremy Rojas Andrés Eloy Blano Edo. ZuliaMiguel Linares San Pedro Edo. LaraElizabeth Aosta Cristo Rey - Santa Monia Distrito CapitalViktor Duran L. B. Jesús A. Marano Ehezuria Edo. SureJuan Díaz CEAPULA Edo. MéridaMeniones de HonorAlejandro Lira Emil Friedman Distrito CapitalFraniso Coll Cristo Rey - Santa Monia Distrito CapitalMiguel López Monte Carmelo Edo. BolívarMariana Saavedra Nuestra Señora De Lourdes Edo. CaraboboAlejandro Medina Esuela Comunitaria San Antonio Edo. MirandaAna Lopez San Lázaro Edo. SureQuinto AñoMedallas de OroCarlos Lamas Independenia Edo. LaraTomás Rodríguez Instituto Aro Iris Edo. Nueva EspartaMedallas de PlataMoises Akerman Moral y Lues Distrito CapitalMedallas de BroneMarian Flores Eduaional Aragua Edo. AraguaEdenys Hernao Colegio Altamira Edo. ZuliaHumberto Pardi San Ignaio Distrito CapitalDiego Mendoza IEA Distrito CapitalMeniones de HonorCarlos Martínez Juan XXIII Valenia Edo. CaraboboValentina Paino Hipoampitos Edo. MirandaCarlos Pirela Independenia Edo. Lara



85Premios EspeialesLuis Ruiz (Las Colinas, Edo. Lara)Premio de la Fundaión Empresas Polar a la mejor prueba.Rubmary D. Rojas L. (Divina Pastora, Edo. Lara)Premio UNEXPO a la respuesta más reativa.Tomás Rodríguez (Instituto Aro Iris, Edo. Nueva Esparta)Premio por haber partiipado en la Final Naionaldesde Terer Grado hasta 5to Año.Mary Aosta (Estado Bolívar)Premio Eduardo Contreras a la Coordinadora más destaada.
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